1. Elemente de analiza vectoriala

1.2Campuri scalare.

Fie o functie scalard ,f” definitd Intr-un domeniu spatial (plan) @
raportat la un sistem de coordonate cartezian (X, y, z), cilindric (z ,x, @ ),
sferic (r, 0, @) etc. in fiecare punct din domeniu Py (X0, yo, Zo) functia scalara
are o valoare fy (X0, Yo, Zo); unind punctele in care functia f are aceeasi
valoare, se obtine o suprafata de nivel pentru functia f.

Prin intermediul gradientului se pot studia proprietatile variationale ale
functiei scalare f:

grad f=Vf=@i+§j+§E (1.1)
ox oy~ o0z
0: 0- 0— . .
unde V =—1i+—j+—Kk este un operator de derivare vectorial (nabla).
ox 0oy o0z
Functia ,,grad f” are drept componente vitezele de variatie ale functiei f
of of of

dupa coordonate (—,—,—), respectiv ,,grad f”, in orice punct P (x, y, z)
0x 0y 0z

aratd viteza de variatie a functiei la trecerea prin acel punct ; grad f este
orientat in sensul crescitor al functiei f. In regiunea din ® unde grad f este
mare, acolo suprafetele de nivel (f = cst) sunt apropiate.
Variatia functiei f dupa o directie de versor n este:
L (1.2)
on
Proprietatile functiei gradient sunt:

grad(af)=a grad f
f=min—>Vf=V(min)=VmiVn
f:m-n—>Vf:V(m-n):mVn+an (1.3)

grad m=grad n > m=n+cst

F= F(m,n,....) —grad F= EVm+a—FVn+....
om on
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Daca r =xi1+yj+zk este vectorul de pozitie intr-un sistem cartezian

(figura. 1.1-a) sau r=zu, +ru +1¢ u, intr-un sistem cilindric (figura 1.1-

b), iar r = H =X’ +y>+27° este modulul vectorului de pozitie, atunci:

r
grad r=Vr=— (1.4)
r
si este orientat in sensul cresterii coordonatei r.
Z A

Fig. 1.1

1.2 Campuri vectoriale.

Un camp de vectori G definit intr-un domeniu ® este o functie
vectoriala:

G=G(x,y,2)=G,i+G,j+G,k (1.5)
si In orice punct din domeniu are o valoare (modulul G = /G; +G; +G; ),

o directie in spatiu, un sens pe directia respectiva, deci o tripletd de valori in
raport cu o functie scalara f care are doar valoare.

Un tub de flux unitate contine atatia vectori (un manunchi de vectori)
cat este unitatea de masurd a fluxului respectiv. Fiecare tub unitate se
inlocuieste prin axa sa geometrica care va reprezenta o linie de camp a lui

G . Intr-o regiune din spatiu unde campul este intens, tuburile unitate vor fi
apropiate iar acolo unde campul este slab, un tub unitate se aduna pe o
suprafatd mai mare si liniile de camp vor fi mai indepartate. Geometria

liniilor de cadmp sugereaza multe dintre proprietatile cAmpului G .
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a) linii divergente;  b) linii convergente; c) linii echidistante; d) linii paralele
Fig.1.2
In lungul liniei de camp Valoa(lgrea campului scade (fig. 1.2-a), creste
(fig. 1.2-b), ramane constanta (fig. 1.2-c) sau este un camp uniform (fig.
1.2-d).
Campul G raméne tangent la linia de camp; vectorii G si dr fiind
coliniari: Gxdr=0, respectiv daca dr=dxi+ dy} +dzk , rezulta:
dx _dy _dz
G, G, G
care reprezintd ecuatiile diferentiale a caror solutie sunt ecuatiile liniilor de
camp.

(1.6)

Divergenta unei functii vectoriale G= Gxi+ Gy] + GZE se defineste:

- — oG
divG=VG = oG, +—"+ oG,

(1.7)
ox oy oz
si este o functie scalara care indica repartitia surselor pentru liniile campului

G in interiorul domeniului @ de definitie a campului G .
Daca intr-un punct Py (Xo, yo, o) din O

(diva) ~0_s inpunctul Py exista surse (+) care produc linii de camp
g G. Valoarea divG aratd care este productivitatea

surselor din acel punct; (diVG) =2 — la trecerea prin
P0

punctul Py se dubleaza numarul liniilor de camp
(divG) <0 ip p'unctlil Py exista surse (-) numite puturi care absorb
By linii de camp.

(diVG) =0— nu existd surse in Py liniile lui G trec continuu prin

P - PN .. ..

0 acel punct (numarul liniilor nici nu creste nici nu
scade).
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Proprietatile ,,divergentei” se pot evidentia tindnd seama ca
operatorul nabla (V) este un operator de derivare vectoriala:

G=kA >div G=VG=kVA =k div A
G=fA —>div (fK):V(fK):va+KVf=fdiv A+A grad f
— 2 2 2
G=grad f =Vf > div (gradf)=V(Vf)=Af=a£+8£+af
ox~ o0y 0z
2 2 2
A=VV = 0 0 0 —operatorul laplacean

+ +
ox> oy’ oz’
a:;adiv;za—x+@+%= 31 vector spatial

ox 0Oy 0z

Rotorul unei functii vectoriale G = Gxi + Gyj + GZE se defineste:

2 r=xi+ yi vector plan

i j ok
rota:an:% % 62:
z
1.9
G, G, G, (19)

oG, oG, ). (oG, 0G, - (9G, oG, |+
= - 1+ - ]+ - k
oy 0z 0z 0oy ox 0Oy

deci rot G este tot 0 functie vectoriald care indica proprietatile geometrice
ale liniilor de camp G .

rot G=0—> liniile lui G nu fac rotoare in domeniul O, sunt linii
deschise (cu capete, inceput si sfarsit).

rot G#0—> liniile lui G sunt inchise in domeniul ® (fac rotoare In D)
sau trec prin domeniul @ in fascicol paralel (deci se inchid
pe la infinit).
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Cateva dintre proprietdtile functiei ,,rotor” le amintim in continuare:

i j k
azgradf:Vf—not (gradf)zi 9 i:
X Oy 0z
o of o
ox 0y o0z
2 2 _ _ _
= of - of i+0j+ 0k (1.10)
0yoz 0z0y
=0
Deci daca:
rot G=0 —» G=-grad V=-VV (1.11)

functia scalard V se numeste potentialul scalar al campului G.

Toate campurile G care provin dintr-un potential scalar V prin
intermediul gradientului se numesc cdmpuri potentiale (newtoniene,
irotationale) si liniile lor sunt deschise, nu fac rotoare.

G=fA ot (fA)=Vx(fA)=VFxA+f(VxA)=
_ _ (1.12)
=grad fxA+frot A

Daci G=AxB, atunci aplicind formula lui Gibbs se obtine
succesiv:

_ _ o _ . |A B
rot (AxB):Vx(AxB):Vx(AxB)+Vx(A><B): S
) 7 [VA BV
A Bl B
+_ _|=A div B-B div A+(B grad)A—(A grad)B
AV VB

(1.13)
Daca G =rot A=V xA, aplicand (1.13) se obtine:
rot (rot K):Vx(VxK):

=V(V A)=A(V V)+(A V)V—(V V)A=grad (div A)-A A
R
(1.14)
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e Operatorul nabla actioneazd asupra cantitatilor din dreapta sa cu
proprietdti de derivare (pe cele din stanga le inmulteste) iar daca in
dreapta sa nu existd nimic, termenul este zero, ca 1n relatia (1.14).

e G=r—rotr= =0

N S])|Q) ol

P
o 0
>
XYy

e Dacd A si B sunt doi vectori, atunci se definesc produsele:
A-B=A B, +A B +A,B, -produs scalar

>

AxB=

X

B

X

ik
A, A,| - produs vectorial
B, B,
- produs mixt:
— = = =0,cand doi dintre vectori sunt paraleli
A’(BXC)={

#0,cei  3vectori determind un  paralelipiped

- dublu produs vectorial (Gibbs):

— = = B C
Ax(BxC) =__ __
AB AC
div(rotK) = V-(V X K) =0 - produs mixt in care doi vectori coincid.
Deci daci:
divG=0 —» G=rotA (1.15)
functia vectoriald A este potentialul vector al cAmpului G .
Observatii

e In teoria campului ,gradientul”, ,divergenta” si ,rotorul” sunt
operatori diferentiali de ordinul intai care exprimati prin operatorul

de derivare spatiald nabla: V =ii+53+—ﬁ, se scriu pe baza
X v4

proprietatilor de derivare si inmultire simultand a acestui operator:
grad f =Vf; divG=VG; rotG=VxG.
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e Daca in domeniul @, rotG =0 , inseamna ca liniile cAmpului G nu
se inchid 1n acel domeniu (dar se pot inchide in exteriorul sdu) si in
acelasi timp daca si divG = 0, inseamna ca liniile lui G nu au surse
(capete) In @ (dar poate avea surse in exterior). Un astfel de camp se
numeste camp laplacean.

Daca in domeniul de camp @ exista o
suprafata de discontinuitate S, care separa
doud regiuni cu proprietdti materiale

@ = diferite (sau la domenii plane existd o

t2 S - ) .. A
n, curba de discontinuitate C;;) ca in figura
) f 1.3, atunci la trecerea prin discontinuitate,
2. in  sensul versorului  normal la
f, az

discontinuitate n;, orientat dinspre mediul
1 spre 2, functia va avea o variatie prin salt
—p

al (. — fi), respectiv (52—61), care

S reprezintd valorile celor doud functii la
12

D stinga si la dreapta discontinuitatii S,. In
acest caz nu se pot defini operatorii grad,
div si rot, dar se opereazd cu operatorii
fig1.3 superficiali:
- gradient superficial: grad,f =n,, (f, - f,)
- divergenta superficiala: divsa = n_lz.(G_2 —a) =G,,-G,,
- rotor superficial: rotsa = n_lzx (G_2 —61) =G, -G,

unde G, este componenta lui G dupa normala la discontinuitate n_12 iar G;
este componenta lui G dupa versorul tangent ¢ la Si,.

Daca n si t sunt versorii normal si tangent la o suprafatd (curba)
atunci:

Aen=A Axn=A¢
A-'[:At KXE:KH
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1.3  Proprietatile functiilor de punct in diverse sisteme de
coordonate.

1.3.1 Sistemul cartezian (x,y,z) de versori(i,j,k).

F=F,i+F, j+F,k ; F G=F,G+F,G,*F,Gy;
F x G=(FyG,~F,G,)i+ (F,Gx—FxG,) j + (FxGy—F,Gy) k ;

grad V=8—Vi + a—V} + a—VE,
ox 0y

0z
V=1—+33+E2,
X 0y 0z
— OF
div F= F"+ y+aFZ
X 0z

— (OF, OF )\ (OF  ©F ). (OF, OF \-

rotF=| —— 1+ —~——=|j+ -—k;
oy 0z 0z 0Ox ox Oy

o’V o’V o'V

VZV:AV: 2+ 2+ D)
ox~ oy 0z

AF =grad div F —rotrot F ;

V’F=AF=V’F,i+V’F, j+V’F k =AF,i+AF, j+AF k;

+
ox2  oxoy  oxoz | | oxdy | oy?  oyez !

0°F asz 0*F |-
X 4 + zk;
0x0z 0yoz 0z*

— 2 . 5 _
graddisz(azFx o°F, aze]'+(62Fx 0°F, GZFZJ.

grad E ?:E Xrot?-i—? ; div(EXF‘)Z —Erot?; rot(EXF‘)ZEdivf‘-g—F;
Z Z

- = = = F
rot rot(k x F )= —k xgrad diVF—rotZ— ;
V4

grad div E V= 2 (grad V)Zgrada—v;
oz oz
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O°F, _0°F, 0K, oK L ( O°F, O°F, &%, O°F )
&y: 02 oxdy oxdz) | oz2  ox® | oyoz  oyox )

(_ 0°F, 9%, 0°F

rotrot F = (—

X .

O°F, |
ox>  Oy? | ozox ozoy |

rotEVZgrad VXE; VZ(EH_:):EX V? 1_7;

grad divk x F = —k xrot rot?—rotZ—F ;
Z

VZ(IZV)Z k V*V; rot rot(EV)Z “k V2V+grad%—v.
zZ

1.3.2 Sistemul cilindric circular (r,@,z) de versori (Gr, G¢,Gz =E)

S

X

[
S

X
1 0°F. 0°F. 0%F, 10°F, 1 0F, |-
—-— - + += +— u,+
r2 0p? 0z* Oroz rorop r? 0@
o0*F, 10°F, 0°F, 10F, F, 16F 10°. |-
- +- - + ==t +- U,
0z> ropoz or* r o r? 12 0p 1 0por
2 2 2 0%F —
+( 0°F, 10°F, 0°F, 10°F, 10F, 1aFZ]k'

rot.rot 1_: = [

Torr 120 oroz rogdz roz roer

F :Frur—’_F(Pu(P—’_FZuZ’
U, =-icos @+ jsin ¢;

U, =—isin @+ jcos @;
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i= u cos (p—u sin @;

J —u sin ¢+u , cos @;
dI’ = dr+r’de*+dz%;
dv=rdr do dz;

X=rcos@; y=rsin@; rr=x-+y; tg(p—y

F=Fxcos ¢+Fysin ¢;
F,=—Fxsin ¢+Fycos ¢;
Fy=F:cos ¢-F,sin ¢;
F, =F.sinp+F,cos o;

= =c¢C0 0 _sing 0 i—sin £+COS(Pi
ox %P Tt g oy PTG
o X 0 y 0 0 0 0
- o 9 : Z 2 2
or (Xz +y2)é 0X ~ 0x (Xz +y2)A oy op dy ~ox

u:xu,=k; uyexk=u:,; kxu=u, FG

F.G+F,GotF,G;

F x G=(F,G,~F,Gy) U+ +(F,GF.G,) u, +(F.GyF,G) k;

gradV—a—VaHrla—Va(era—VE; vzﬁr§+ﬁ 1o Eg
r r 0p 0z or rop 0Oz

oF, OF,
oL 2 gy L P O _OR LR, 3,

r or r@cp 0z oOr r r(?(p 62
2 2 2
VVAv_lg(ra_ijaV O°V_0'V 18V 1aV o’V

+—;
roc or) r* 89’ o2F o’ ot 8r > op* oz

_ F OF \— F F.
V?*F=AF= AFr——;—% = |ur+| AF, ——-+ 22 0 o TAF, k;
r° o op r° 1 o0p

O°F. 0%F, 10°F, 10F 10°F, F |-
F 4 = ¢ e S ¢ _~r r+
grad div ( or? " oroz " r Oro® " ror rop* r? “
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10°F, 10°F, 10°F 10F |-
= +— +— +——"|uet
r 0oz 1> 0p> 1 Orop r? 0
0°F, +182F¢ LOF 10F )¢
0z} r10por 0Or0z t 0z

F OF - OF, — 0OF —
a—Fzzuﬁ—q’u@ﬁLazk;

or or or or

F - —= - OF, — —

6—FZkXFﬁLaFr u,+— u(P+aFZ k:

o0 op op 0

OF OF — OF, — OF - odu, — Oup -
—=—"1u,+t u,+ k; —=uy; =—Ur;
0z 0z 0z 0z o o

Our _Ou. _du, _Ou, Ok 0Ok 0k _

o0 0z o 0z O O0¢ Oz

— 1 _ _
div u,=—; div u , =div k=0;
T

~ |

rot u,=—; rot u.=rot k=0;
r

_ _ - _ F - _
div(u,xF)=—-u;rotF;  div(uy,xF)=—*—u,rotF;
r
_ oF WP uF,

div(kxF)=—krotF; rot(u;xF)=u,divF-— — :
or r r

- _F _ _ -
tor(Wp % )=~ -2+ divE— ;oo F)=kdivF- 2
r r oo 0z
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1.3.3 Sistemul sferic (r,0,¢) de versori(u., Ug ,Gq,).

F=F.u_+Fou, :F,u,;
F G =F.G/+F¢Go+F,G,

F x G=(F¢Gy—F,Go) .+
(FoGr-F.Gy ) U o HE:Go-FoGy) U o}
u,=isin 0 cos @+ jsin 0 sine+
E cosb;

Ug=i cos 0 cos o+ cos 0 sin ¢—
k sin 0;

u,=—isin @+ jcos o;

i=u, sin 0 cos (03 Ee cos 0 cos ¢ —E(p sin @;
j=U, sin 0 sin ¢+u ¢ cos 0 sin ¢ +u , cos @;
kzar cos 0 —He sin 0 ;
dI* = dr*+r’d6*+r’sin® 0dg?;
dv =r* dr sin 0 d6 do;
x=rsin@cos@; y=rsin0Osin¢; z=rcos0;
2 2
A/ X7+
Py g0 g ds
z X
cosOcosp O sing O

—=sin0cosop—+

Ox or r 90 1sind gp’
0 _ Sinesin(ngrcosGSln(p i+ cos @ i;
or r 00 rsin® O
0 sin® 0
—=cos0 —— —;
0z oo r 00

UrXUg=Ug UepXUr=Up, UpXUgy=Ur;

OF OF — OF, — OF, —
r+ U.e+ U.(p;

or or or or
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OF oF, — 6F —
Z~(u, g+t uy;
00 00 09
— OF, — 8F —
6—F—(k F) F +a Ug+ u ¢,
o0 o0 o0 o0
our =sin eﬁq,; Ou, 2_9; Ouy =_r, Ouy =cos eﬁq,,
op 00 00 o
ou, - dur _dus _Qu, _0u,
— = _qu,sin G—uecos 0; = =0;
o or or or 09
div ur=—; div HQZO; div ue—l L
r r tg@
rot ar=0; rot E(p l u. —1 He; rot u_6=l Eq,;
rtgd r r

le(ar X F‘ ): _arroti 5

d1V(u¢, ><F)— ! —Q—E(P rotl_Q; div(u_e ><1_7)21 F, —He rotl_:;
r tgb r r
— 1 — OF
rot(u,xF)=u,divF-L F-1 F _OF
ror or B
- = - = — — — F
rot(u g XF):LIediVF—l L(FruﬁrFeue)—l Feur—l 8_’
r tgo r r 00
1 0F
rot(u(pXF) u leF—lF ur— lLF : 8_:
r r tgo ' rsin® [0)
OF — OF, — oF. F 10F, |-
1 ey, -1 1 U [ r+—r+——e}uq,.
r sin® OQ r sin® 5(P or r r 00

F,= sin 0 cos ¢ Fx+sin ¢ sin 0 Fy+cos 0 F;
Fo=cos 0 cos ¢ Fy+sin ¢ cos 0 Fy—sin 0 F;
Fy=—sin ¢ Fx+cos ¢ Fy;

F,=sin 0 cos ¢ F,—sin ¢ Fy+ cos 0 cos ¢ F;
Fy=sin 0 sin ¢ F,+ cos ¢ Fy+ cos 0 sin ¢ F;
F,= cos 0 F—sin 0 Fg;
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ovV— 1o0V—- 1 1 0V -
Ug+— — Uy
r 00 r sin® 8(p

-0 — 10 — 1 1 ¢
r 00 r sin® Op

_ oF
divF=l 9 (°F,)+ 1 i(sin 0 Fo)+ 1 © =
r r sin® 00 r sin® 0@
R GR IR 1 gl R,
or r r 00 r tgd r sin® oo

11 [o oF, ] - -
t F=— - n0)——2 ju,++— | ———L——IrF )| u
" rsin@{ﬁe(‘psme) 8(|):| ere o0 - ‘P)} e

aFr:l_ |:18F(P+1F<P_1 1 aFe}ar_i_

NI L
r|or 00 r 00 rtgb rsin® op

1 1 oF ©&F, F, |- [oF, F, 10F -
—— 2 TluygH| =24+~ U
rsin@ op or r oo r 109

2

V2V=AV=%ﬁ(rza—V)+%—l i(SinOa—Vijiz 12 6\2/:

r° or or) r° sind 00 ) r° sin”0 O
2 2 2
VLIV LAV Lo 11 oY,

o’ ror r’ 00’ 1’ tgd 00 1’ sin’6 09’

2F, 2ctgh. 20F, 2 8F¢,Fr+

V?F=AF=|V’F - =t F
{ Tor? > % 1290 r’sind dp

1
2
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OF |-
J{VZFGJrEaFr— F, 2cos0 (p}

2 2 20 o2 a2 Uot
" 00 r sin" 0 r sin”0 0

2 CF E, 2cos6 8Fe}— .

o Uo;

+| V’F, + — +
{ r’sin® 0p r’sin’0 r’sin®0 0@

rot.rotl_7 =

{IGZFGJFLGFG 10°F, 1 10F 11F 11

- -— += +
rorod r> 00 r’ 00 rtgd or rtgdr r’ tgd 00
| OF__ 1 OF 1 aFw} -

T2 2 2 2 urt
r°sin” 0 09~  rsinB orop r°sin® O

{ 1 0°F, cos® OF, 1 0°F, 20F,
+ + -~ . B
r’sin’00po0 r’sin®® O r’sin’0 0’ r or
1 6°F. 62F6} -
- 0

+_
rorod  or’

¢

{ 1 52Fr_EaF¢_L52F¢ o°F, 1 15Fe+ F

+
rsin@dpor t or r’ 00° o’ r’tgd 00 r’sin’0

1 0’F, cos® OF, |-
T T2 2 U
r°sin” 0 000p r”sin” 0 Op

1.3.4 Sistemul curbiliniu triortogonal (x1,x2,x3) de versori

(ur,Uz,Uus) si hy,hg,hs coeficienti Lamé

F=F1ul +F2U.2 +F3u3 ;

F‘ GZF1G1+F2G2‘|‘F3G3;
dlj:hj de; j:1,2,3;

d12:h12 dX12+h22 dX22+h32.dX32;
rotrotF=




16 Bazele electrotehnicii

o |\ M ih3F3—ih2F2 9| ithz_i(hIE) u,
X3 h2h3 o, Oy ax, | hih, { &, 0X,

h J—
n 1 i h_2 ithl _ih3F3 —i 1 ihﬂ;‘3 _i(thz) us,

l1ovV— 10V — 10V —
grad V=——u, +— , t— 35
1 a 1 h2 aX2 h3 a 3
—1 0 —1 o0 — 1 0
V=u, ———+u, — +u, — ;
hl ax1 h2 8XZ h3 8X3

hthhS 1 2 3
rot F =
1 0 0 — 1 0 0
- —(h,F,)-——(h,F —(hF)-—(h,F
) 2 o ) o)

— 1 |0 0 —

U, h1h2 {gl(thz)_ax_z(thl )} Us;

V 2V=AV=

1 |o(hhav) o (hhav) 2 (hh, oV
hhh, |6x,\ h, ox, ) ox,\ h, ox,) ox,| h, ox,
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Observatii:

-sistem de coordonate cartezian:
X1=X, X27Y, X37Z, h1:h2:h3:1.

-sistem de coordonate cilindric:
X1=T, Xo=0, X3=Z, hj=hs=1, hy=r.

-sistem de coordonate sferic:
X171, xz=9, X3=0Q, h]zl, hzZI', h3=r sinf.

-sistem de coordonate al cilindrului eliptic:

x1=E, X2=N, X3=2, h;= hzza\/cos2 E—cos’ N, h=1.

-sistem de coordonate toroidale:

a sh§

x1=E, Xo=0, X3=y, hj=hy=————, hs=

, h=a———>—
cos&+cos chg+cos @

h nysh ]
g _COSYS & g Sinys & e g SnQ

ché+coso’ ché+coso’

1.4. Aplicatii.

ché+coso

1. Pentru orice functie ce contine vectorul de pozitie, functiile sale de punct
se pot scrie succesiv:

Gi =k 1 — divGy :kv(rn}):kEv(r“)+kr“W:

=knr"

\4

v,

—krnr"' ~+kr"3 = k(n+3)r"
r

— 1ot G =Vx(kr“;)= k(Vrn)x;+krn(Vx;)

. _
xr=20

= =

= 1 — gradV, = V(lj =— —
r r

:Ln—>gradV2=V(lj: S Vr=—"¢
r r

n+1 n+2

=0
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2. Se considerd functiile scalare f. Sa se calculeze gradientul lor.

f(x,y,z)= zZ i _)szﬁaﬁ_lﬁa(ﬁ_ﬁaz
X'ty or I‘a(p 0z
saquzﬁﬁﬁj.FgE
ox Oy 0z
z 27 — 1 —
f(r,(P,Z):—z—)sz— 3 ur—|—_2uz

3. Se consideri functia vectoriald: G = x* i +e™ j+ xyzk.Sise

calculeze divG si valoarea sa in punctul P(-1,1,1).

divG = VG = %(Xz)‘*%(exy)%(xyz) =2x+xev¥ +xy
divG S R S
(-1,1,2) e

4. Pentru functia G = x> y> i+ 2xyz ]+ z°k, s se calculeze rotG si
valoarea sa 1n punctual Py(1,-2,1).

Pk

G-l * o axyiv(2yz-2xy) K; oG], =4i
0x 0Oy 0z P,
G, G, G,

5. Si se calculeze circulatia vectorului G = x*i + y*j + z°k pe dreapta
PP, sau pe curba P,P,P;P, din figura 1.4.

Y4 Ecuatia dreptei PP, este y=—x +2,
iar elementul de linie este:

d¢ = dxi+ dy j + dzk .Deci
P, Izj‘:la @:J:[x2i+(—x+2)2ﬂ

o] SEEES
/:o

i . .

: (i-]) dx =(2x" —4x) | =18

1 1

P,(4.-2) Circulatia pe conturul P,— P3— P4— P,
Fig. 1.4 este:
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I' = ;@+ :EEH pizaa:j:za(‘jdy)’LJ‘

P,
1 P3

Gliax)+ [ "G (- jay)=

4

_ ! 2 4 2 0 2 __l ﬁ ﬁ_
—Io—y dy+jlx dX+I_2—y dy = 3+ 3 +3 =18

deci valoarea integralei intre punctele P; - P, nu depinde de drumul de
integrare. Astfel de campuri poartd numele de cAmpuri potentiale si deriva
dintr-o functie scalara prin intermediul gradientului.

6. Si se verifice teorema lui Stokes cu vectorul A = y i-x 3 pentru curba I
din figura 1.5.

y4 Adl = ydx — x dy, deoarece
b dr :dxi-i-dyj
I Pe portiunea (a-b), avand
A
o3 T =0 S —
x+y=l Y L Ad -
dx =0
a 5 < 2 » Pe portiunea (b-c):
X y=4l-x> >
Fig. 1.5 —>dy:—XdX = —xdx
y 1-x?
- 2
Adl =Tk dx &
«/1 -x° «/1 -x°
o—— 1 dx T
A= —==7
: y=0
Pe portiunea (c-a): dv = —> Adl =0

Atunci: QJSK @:j:’K @+J-:K @+J;K @:0+§+0:§
r
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De asemenea: TotA = V x A = V x (yi - X}) = -2k si ds = —dxdyE

- _— x=1 Vi-x2 T T
Rezulta: J.SrrotA ds = Lodxjyzo 2dy =28, =27 =

Deci:é)K @:J.S rotA @:g,
S r

Ceea ce Inseamna ca se verifica teorema lui Stokes.



