4. Ecuatiile campului electromagnetic

4.1 Legile campului electromagnetic- un sistem complet de
ecuatii

Teoria macroscopica a fenomenelor electromagnetice utilizeaza pentru
caracterizarea fenomenelor si a starilor corespunzatoare un numar de sase

marimi primitive (q, p,1,m,E, B) si un numar nelimitat de marimi derivate.

Determinarea univoca a unui cdmp de vectori (problema Poincaré)
este posibila sub forma integrala daca este precizata circulatia sa in lungul
oricarei curbe inchise I' si fluxul sdu printr-o suprafatd inchisd X iar sub
formad locald daca in orice punct din domeniu este precizat roforul si
divergenta campului. Daca expresiile legilor electrotehnice satisfac aceste
conditii se spune ca expresiile lor constituie un sistem complet de ecuatii pe
baza cdruia se poate determina un camp.

La baza fenomenelor electromagnetice stau un numar de 12 legi,
dintre care 9 sunt legi generale si 3 sunt legi de material.

Legile generale(considerand medii fixe v =0, fard marimi neelectrice
Pp =0,Mp =0,Ei =0) scrise sub forma lor integrala si locald sunt:
I. Legea inductiei electromagnetice :

— — do — B
§E'd1=— °r ; erEz_a_B
r dt ot
IT. Legea circuitului magnetic:
r d\|/ o ~
Hedl=0g +—50 . roti=7+22
Jr roodt t

s ; divD = py (sau 0 in afara

corpurilor incarcate)
IV. Legea fluxului magnetic:

j§.£=o . divB=0

hX

V. Legea conservarii sarcinii electrice:

. d .= 0

ly =— 1 ; div] =- Py
ot

dt
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VI. Legea legaturii in camp electric:

D=¢,-E+P

VII. Legea legaturii In cAmp magnetic:
B-p, -([H+M)

VIII. Legea transformarii energiei in conductori:
pi=E-J

IX. Legea electrolizei:

m=

.a=k-
oF, 4Tk

In expresiile acestor legi intervin trei constante universale

_4r10-7 H . F. —96.496 C i
- 9109 B/, me=4m107 H/ i F, =96-496 %ch-gr

constanta lui Farraday.
Principalele legi de material (mai sunt si alte legi de material: legea
campurilor voltaice, legea emisiei electronilor din metale etc) sunt:

X. Legea polarizatiei electrice temporare:
Pt =g,)E
care combinata cu legea III fara ﬁp ~0—>D=¢E
XI. Legea magnetizatiei temporare:
M =y, H
care combinata cu legea VII pentru Mp =0—>B= uﬁ

XII. Legea conductiei electrice:

J=cE
In expresiile acestor legi apar constante ce tin de proprietdtile

mediului in care se aplica legea: S(Xe ,Er ); u(xm T ); c= 1 .

Examinand expresiile acestor legi se constatd urmdtoarele
proprietati:
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Legile LIII, VI stabilesc con-ditiile produ-cerii unui camp electric
= = . ... OB .
(E, D) de catre cAmpuri variabile 86_t , de cétre corpuri Incar-cate

(q) si de catre corpuri polarizate (5)
Legile II, VII stabilesc conditiile producerii unui camp magnetic

=5 g . : : . ... [ oD 5 .
(H,B) de catre campuri electrice variabile [EJ’ de catre curenti

electrici (i) si de catre corpuri magnetizate (B)
Legile VIII, IX stabilesc efectul energetic, respectiv chimic al
procesului de conductie a curentului electric.

: . 0 : : .
In regim stationar [a = Oj fenomenele electrice (stdrile electrice)

si cele magnetice nu se influenteazd reciproc. Campurile E si

B pot coexista in aceeasi regiune a spatiului (de exemplu in jurul
conductoarelor parcurse de curent continuu) fard a interactiona
intre ele; proprietatea rdmane adevarata si In regim cvasistationar
(frecvente joase).

In regim variabil repartitia de sarcind este conditionatd de repartitia
de curent (legea V). Campul magnetic variabil induce camp
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electric (legea I) iar un camp electric variabil produce in jurul sau

un camp magnetic (legea II).Legaturile intre campul electric si cel

magnetic existd doar n regimuri variabile (sunt desenate cu linie
punctata in figura 4.1).

In regim variabil cAmpul electromagnetic poate exista si in lipsa

corpurilor sub forma de unda electromagnetica, unda care se propaga in

spatiu cu viteza v = L
Ven

Legile permit o corelare care aratd ca ansamblul lor formeaza, din
punct de vedere matematic, un sistem complet de ecuatii:

- legile I si III precizeaza sub forma integrala circulatia si fluxul
campului electric, respectiv sub formd locald precizeazd rotorul si
divergenta campului electric

- legile II si IV precizeaza integral circulatia si fluxul campului
magnetic iar local rotorul si divergenta cdmpului magnetic.

N p——
ED ||| HB
BE
divD = p, (0) |.— i 1§ | dvB=0
T
ol _
B ! : = = aD
- 1 !
r-<>tE=—E —] } 1 1 Lyl rotH=J+—
ot T ot
] . b H
7 N S — 1 e
D=g,E+Py Leenman R L...: E=Hn[ﬁ+ﬂt)
I
' ! .
— — I — —
Py=f(E I My =f(H
=1(3) , 2
'

Cémp electric Camp magnetic

Fig. 4.2

Deoarece legile sub forma locala nu precizeaza rotorul si divergenta
aceleiasi marimi, ci rot E si divD, tinand seama de expresiile celorlalte
legi din sistem se pot aduce la aceeasi specie. Similar in cdmp magnetic,
desi se cunosc divB si rot Hse pot aduce la rot si div din aceeasi specie ca
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in figura 4.2. Legatura intre campul electric si cel magnetic existd doar in
regim variabil (legaturile sunt desenate cu linie punctata).

Formele locale ale legilor sistematizeazd matematic proprietatile
campului si permit stabilirea unor algoritmi de calcul iar formele integrale
asociate sunt singurele adevaruri verificabile experimental.

4.2 Teorema de unicitate a campului electromagnetic

Sistemul de legi ale campului electromagnetic permit sa determindm
univoc marimile de stare ale campului electromagnetic:

E(r.t) : Dlr.t) ; Hlnt) ; Blnt)
in fiecare punct din domeniul de cdmp vy marginit de suprafata inchisa 2 si
in fiecare moment “t” ulterior momentului initial t >t ,daca se cunosc:
1.conditiile initiale: starea campului electromagnetic in fiecare punct
)
2.conditiile la limita: distributia (si evolutia in timp) S)e frontiera X in

din vy la momentul initial t: E(;,to

fiecare moment t >t a componentelor tangentiale: Etlr,t ; ﬁt(;,t).
3.pr05jrietd,tile mediului $1 starea corpurilor din domeniul de camp

n=pl); o=olr):

4.conditiile de surse: cunoasterea functiilor pv,j,]_’ p,Mp,Ei(;,t),

Uy - 828(r ;

care produc camp in jurul lor.
Sistematic, aceste conditii se scriu sub forma (4.1):

_ +| _ = _ (4.1)
H(P;,t')[pex | H(P,t,)

t'>t,

E¢(P;, 1) E(P,t,) E(P, 1)
t Pevy

respectiv pentru a determina campurile E sl H intr-un punct din vy la un

moment t trebuie cunoscute valorile lor initiale in orice punct din vy si

evolutia componentelor tangentiale E¢,Ht, pe frontiera £ a domeniului, de la
originea t, pand la momentul considerat t, la proprietati ale mediului date.

Demonstrarea teoremei se poate face plecand de la expresiile legilor
si reflectd matematic proprietatea campului electromagnetic de a satisface,
ca orice sistem fizic, principiul cauzalitatii.

Deoarece conditiile impuse de aceastd teoremd sunt severe
(in special conditia (2)), in cele mai multe cazuri nu se determina direct
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campul E si Heci se studiazd probleme asociate, mult mai simple ; se
determina potentialele lor V si A care satisfac conditii de unicitate mai usor
de stabilit si in final se revine la cdmpurile fizice: E= —grad V si B=rotA,
asa cum se va vedea in capitolele ce urmeaza.

4.3 Teorema superpozitiei campurilor electromagnetice

Un domeniu de cdmp vy limitat de suprafata X contine in interior
medii liniare si izotrope aflate 1n repaus si in acest domeniu sunt suprapuse

“n” campuri electromagnetice corespunzand fiecare dintre ele la conditii
initiale si la limita proprii.

Daca Ex,Dk,Hk,Bk sunt marimile de stare ale campului ce
corespund la:

o Conditii initiale: Ek (;, to ); Hk (;, to ) in orice punct din vy
° Conditii la limita: Etk (;, t); ﬁtk (;, t) pe suprafata X, la t>t
° Marimi neelectrice: ﬁpk (;, t); ﬁpk (;, t); Eik (;, t)

atunci campurile rezultante ce provin din insumarea (vectoriald) a marimilor
de stare ale campurilor componente (k=1,2...n) sunt:

n n n n
E:ZEk; H:ZHk; D:ZDk; B:ZBk 4.2)
1 1 1 1

avand in vedere liniaritatea ecuatiilor campului. Acestor cdmpuri rezultante

n n
e Conditii initiale: E(;, to ): ZEk (;, to ); ﬁ(;, to ): Zﬁk (;, to )
1

1
(4.3)

n n
e Conditii la limita: Eﬁ,t):ZEﬂ( (r.1); ﬁﬁ,t):Zﬁﬂ( (r.1)
1 1

(4.4)

Teorema superpozitiei si In domeniul campului, ca in alte domenii ale
stiintei, pune 1n evidenta faptul ca la suma cauzelor le corespunde suma efectelor.
Daca cel putin o regiune din vy nu are proprietati liniare, teorema nu

se mai poate aplica.
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4.4 Ecuatiile lui Maxwell

Studiul general si sistematic al campului electromagnetic se poate
face cu ajutorul formelor locale ale legilor. Ecuatiile cu derivate partiale ce

rezultd din formele locale ale legilor pentru medii imobile (V=0 si 1n

domenii de continuitate a propriettilor fizice se numesc ecuatiile Iui
Maxwell.
Pe baza acestor ecuatii se pot studia cdmpurile electromagnetice

pure, fara fenomene mecanice (; =0- medii fixe), fard polarizatie
permanenta (ﬁp = O), farda magnetizatie permanenta Mp = 0) si fara
campuri electric imprimate (E; =0). Ce mai ramane din formele locale ale
legilor sunt expresiile (4.5):

rotH=1T+ 8_? - legea circuitului magnetic
— 0B N .
rot E = s - legea inductiei electromagnetice
divD = p% - legea fluxului electric (4.5)
divB=0 - legea fluxului magnetic
D=¢E; B= },tﬁ . J=0E- legile legaturii si a conductiei electrice

Vom considera ca prezinta interes tehnic doar campul din exteriorul
corpurilor incarcate cu sarcina (p,, =0).

Ecuatiile cAmpului se pot scrie in doud variante, cunoscute sub
numele de ecuatiile lui Maxwell in E i H si ecuatiile lui Maxwell in E si
B:

rotﬁ=cE+aa—E
ot
— oH
rot E=—u— 4.6
”at (4.6)
divE=0
divH=0
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— — OF
rot B=ocuE +gu—
ME +ep—
— OB
rotE=-— 4.7
o (4.7)
divE=0
divB=0

Sub formele (4.6) si (4.7) ecuattiile lui Maxwell reprezinta, din punct
de vedere matematic, un sistem de opt ecuatii scalare simultane cu derivate
partiale, avand sase functii necunoscute: H,, Hy, H,,E,, Ey, E, care sunt

componentele vectorilor H(r, t) si E(r, t) atunci cand domeniul de camp are
o astfel de configuratie incat sa folosim raportarea la un sistem cartezian de
axe X,y,Z.

Sa stabilim ecuatiile cu derivate partiale pe care le satisfac separat
campurile E si respectiv H .

Aplicam rotorul primei ecuatii a lui Maxwell din (4.6):

— =\, 9 = oH  0°H
rotlrot H)=cl\rotE )+ e—I\rotE|=—ocp—-¢
ot oo )+ for )
(4.8)
rot(rot ﬁ): grad(div ﬁ} — AH=-AH
0
Deci ecuatia satisfacuta de campul H este de forma:
— 8H _9°H
AH-ocp—-c¢ =0 4.9
Mo TR (4.9)

Similar, aplicand rotorul celei de a doua ecuatii a lui Maxwell (4.6) si

tinand seama de celelalte ecuatii, obtinem o ecuatie de tipul (4.9) si pentru E.
Reunite, in scriere matriciald, cele doud ecuatii de acelasi tip, avem:

E 2|E 2)E
A\ —sua— _ =0 A-Guﬁ—sua— —|=0
H ot | H ot at? JH

(4.10)
Ecuatiile de tipul (4.10) sunt ecuatii cu derivate partiale de ordinul
doi, de tip hiperbolic si au, in general, ca solutie o unda atenuata. Solutiile

E

H

_oul
Mot
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lor (E si ﬁ) nu sunt independente (desi sunt ecuatii distincte), ele sunt
legate prin primele doua ecuatii din (4.6), deci unda electricd si cea
magnetica se interconditioneaza reciproc in unda electromagnetica.

o In cazul mediilor dielectrice (izolante) ¢ =0 si din (4.10) raméane:

0% |E 1 o2 |E [E
A-egp—| —|[=0|A-— — | _|=0 | _[=0
ot* | H v ot | H H
(4.11)
1 2
unde : [1=A — T este operatorul d’Alembertian
ve ot

V= este viteza de propagare a undei prin mediul cu € si Q.

1
VEHR
Unda electromagnetica printr-un mediu dielectric (in particular si prin
vid, aer uscat) este solutia unei ecuatii de tip d’Alembert (4.11) numita
si ecuatia undei, scrisa Intr-un mediu dielectric prin care unda se
propaga.

e In medii conductoare (G >> €) ecuatia (4.10) devine:

o\ E
[A_GMEJ q =0 (4.12)

care este o ecuatie vectoriald de tip parabolic (ecuatie de tip Helmholz) sau

e 1 s S -
ecuatia difuziei iar A =— este constanta de difuzie a mediului. Deci intr-o
ou
piesa conductoare unda electromagnetica patrunde amortizat, are loc un
fenomen de difuzie (analog cum patrunde céldura intr-un corp).
In regim permanent sinusoidal, ecuatiile lui Maxwell (4.6) se
transpun in marimi complexe sub forma:

rot H=GE + jocE
rotE=—'(n ﬁ
. Jor (4.13)
divH=0
divE =0

unde H este reprezentarea in complex a campului vectorial H (t) care are o
variatie sinusoidald in timp. In loc de a sublinia marimea complexd H
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(cum era 1n teoria circuitelor U, I, Z...) se pune un punct deasupra barei care

reprezinta caracterul vectorial al functiei: H,E,]J.
In regim tranzitoriu (cu conditiile initiale date ) ecuatiile lui

Maxwell se scriu operational (cu transformata Laplace) sub forma:

rot ﬁ(s) = GE(S) + saE(s) - SEO

rot E(s) = suﬁ(s) - pﬁo

divH(s)=0

divE(s)=0
unde ﬁ(s) este imaginea Laplace a functiei vectoriale ﬁ(t) iar Ho este
valoarea initiald (din momentul comutatiei) a aceleeasi functii. Ecuatiilor lui
Maxwell (4.6) si (4.7) valabile in domenii de continuitate li se asociaza
ecuatiile de trecere (4.15) valabile in vecinatatea unor suprafete de
discontinuitate fixe Sj,ce separd doua medii corporale cu proprietati

diferite:

(4.14)

unde ni2 este versorul normalei la suprafata S;,, dirijat dinspre mediul 1

spre 2. Pentru discontinuitdti mobile cu Vs ecuatiile de trecere (4.15) au o
forma mai dezvoltata[10].

4.5 Unda electromagnetica plana

Din analiza primelor doud ecuatii ale lui Maxwell rezulta ca, in cazul
campurilor variabile in timp, apare o dubla legatura cauzald intre aspectul
electric si cel magnetic al cAmpului electromagnetic desprins de corpuri, sub
forma de unda electromagnetica.

Vom examina un caz particular de undd intr-un mediu dielectric
(0 = 0) cand 1n toate punctele situate Intr-un plan perpendicular pe directia
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de propagare valoarea campului este constantd. Dacd Ox este directia de
propagare a undei, atunci avem un cdmp plan sau unda plana dacd marimile
de stare ale campului depind doar de x si t:
E :E(x,t) ; ﬁ :ﬁ(x,t)
O astfel de unda plana exista practic la distantd suficient de mare fata
de sursa (antena de emisie) intr-un mediu izotrop $i omogen.
Consideraim un mediu dielectric (6=0) cu permitivitatea ¢,

permeabilitatea |, neincarcat cu sarcind (pV = 0) si neparcurs de curenti

(j = O) si vom pune im evidentd doar campul electromagnetic ce apare prin

interactiunea dintre campul electric si cel magnetic variabile in timp.
Cautam numai solutiile variabile in timp ale ecuatiilor lui Maxwell (o
constantd, deci, nu face parte dintr-o unda).

In aceste conditii i=O,£=O, p,=0,0=0| ecuatiile lui
oy oz
Maxwell se scriu sub forma particulara:
i ]k )
_ - _OH
rotH:i 9 i:_j&l_z+k_y
0x Oy 0z Ox Ox
H, H, H, =
— E -06E. -O0Ey, _ GE
rotH:sa—E:isa X+ y+kaa z
ot ot ot ot
OE oH
AT SO e L A A (4.16)
ot ot ox ot ox
_ H cH H H
divi—o — Hx Py oMy oy (4.17)
ox oy 0z ox
i ]k )
_ -0E, -—OE
ro‘[Ezi 9 iz—'a—z+k Y
X 0y 0z ox ox
Ey, Ey E, =
— -6H., -OH, _—¢gH
roth—u—H——uia X 45 Y Mty
ot ot ot ot
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H oH E H OE
:>8 X0 ;- WL y:az;_“a zZ - Y (418)
ot ot 0x ot 0x
= OE
divE=0 - X =0 (4.19)
ox
Din relatiile (4.16) si (4.19) respectiv (4.17) si (4.18) rezulta:
E E
0 X-0 ; 0 X=0 - Ey=ct=0
aﬁlt aaé (4.20)
=0 ; =0 - Hy=ct=0
ot ox

respectiv unda plana este o unda transversala care nu are componente pe
directia de propagare (EX =0,H, = 0), deci vectorii E si H sunt continuti
in plane perpendiculare pe directia de propagare. Din (4.20) rezultd ca E si
H, nu variaza in timp si nici In spatiu (sunt niste constante), deci nu pot fi
parte componenta a unei unde (cadmp variabil) si le consideram nule; aceste
componente E, si Hypot fi cel mult niste campuri statice, care nu

afecteaza propagarea undei.
Din relatiile (4.16) si (4.18) rezulta:

Ey __0H,
o0 & 421)
oH, __aEy
" ot ox
. 0E, oHy
o o (4.22)
OHy _OE,
o ax
Relatiile (4.21) reprezintd o unda pland avand
y componentele (Ey,H Z) iar (4.22) o unda plana

avand componentele (E Z,Hy). Cele doud unde

eol]
|

sunt independente intre ele, deci de-a lungul axei
Ox se pot propaga doua unde plane care nu se
X influenteaza reciproc. Fiecare este o wunda
transversald de directie fixa (Ox) deci sunt unde
polarizate liniar dupa doua directii ortogonale.
z Fig 4.3 Una dintre ele (Ey,HZ) reprezentatd in figura

¥
v

]
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4.3 se propaga dupa directiaOx cu viteza v
E=jE,=jE,(x,t
E=JEy =IEy() (4.23)
H=kH, =k H,(x,t)
Cele doua functii Ey(x,t) si H,(y,t) sunt legate intre ele prin

ecuatiile (4.21) care reprezintd un sistem de ecuatii cu derivate partiale de
ordinul I. Eliminand pe rand cate una dintre functii, prin derivari in raport cu
X s1 cu t, obtinem:

2 2 0°E ’E
OH, Mz : Y —sua Y -0 (4.24)
ox? ot? ox? ot?
82
Ecuatiile (4.24) sunt de tipul (4.11) (in care A=—2+0) deci
ox

reprezintd ecuatia undelor, ecuatii cu derivate partiale de ordinul II de tip
hiperbolic a céror solutie este de forma:

Hz(x,t)zfl(t—f] ; Ey(x,t)zfz(t—fj (4.25)
v A%
Ele sunt functii numai de x si t prin intermediul unei combinatii
df d2f
liniare §i omogene t'=t— . Notim fl=—1; ff=—70»L.
A% dt dt2
oH, of, ot o°H
Z:_l’.at :_lflr N z _ 1 flﬂ
ox ot ox v ox2  v?
oH, of, . o*H,
ot ot ot2
o’H 0°H
Deci: 22 —eu—— Z = fl”(% - su] (4.26)
ox ot v
Pentru ca solutia (4.25) sa verifice ecuatia (4.24) trebuie ca
v2 = L, respectiv: v=t— (4.27)

e Jeu

Scazand si adunand At la argumentul (t - i) , obtinem:
v

fl(t - ij —f, [(t _at)- 2T Vﬂ (4.28)
v

A\
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respectiv functia f], solutie a ecuatiei undelor (4.24), depinde de timp si de
x astfel ca valoarea pe care o are f] in punctul x, la momentul t este egald cu
valoarea pe care a avut-o functia Intr-un moment anterior (t - At), intr-un
punct situat mai la stinga cu (VAt). Deci solutia f; este o functie ce se

propaga in spatiu de-

f;  t=At _ f| t a lungul axei Ox cu
PR v viteza V. N

A \ / I Forma (repartitia

i ] { A l ,  spatiald) a undei fjse

X < A

. . > deplaseaza in lungul

Ax=v ‘M axei X cu viteza v

Fig 4.4 numitd viteza de faza

a undei. Relatia (4.27) aratd ca viteza de fazd are doua valori egale si de
semn contrar. Prima corespunde undei care se propaga in sensul pozitiv al
axei x (unda directa) si are expresia:

fl(t—%jzfl(t—@-x) (4.29)

iar a doua valoare a lui v corespunde undei care se propaga in sensul negativ
al axei X (unda inversa) si are expresia :

fl[t +3J=f1 (t+ou - x) (4.30)
A%

Fiecare dintre aceste unde existd numai daca au existat undeva la
stinga (sau la dreapta pentru unda inversd) conditii fizice pentru producerea
lor (antena de emisie pentru unda directd, suprafata reflectantda pentru unda
inversa etc.).

Unda directa se propaga cu viteza:

1 1

_ __ Vo
\ﬁiz Jgrgo”ruo ‘JSer

-3.10% % este viteza undei in vid.

V=

4.31)

1

VeoMo

Unda directa pentru componenta magnetica a undei este:

Hz(x,t)=f1[t—§j=f1 (t-xen) 4.32)

A\

iar vy =c=

Daca intr-un punct din spatiu H, are de exemplu o variatie
sinusoidald, atunci functia f; este de forma:
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H, =H, sin{w(t - 3) - (p} (4.33)
v
Cunoscand H, se poate calcula componenta electrica a undei (Ey):
OEy . oH,
ox o (4.34)
0By 1 oH, 1( 1f,j_ L
P S O e |
ot e Ox el v ev
Integrand ultima expresie se obtine:
1 1
Ey =—jf{ -dt =—1| + const (4.35)
ev ev

Constanta de integrare se poate omite, intereseazd doar solutiile
variabile in timp (undele). Marimea:

s

E

Z=w=i=\/E=z0 e 2y @=Q (4.36)
ev Ve e, H, %

este o caracteristica a mediului prin care se propagad unda electromagnetica
si se numeste impedanta de unda a mediului. Valoarea sa in vid este:

Z,= " —120n=3770 4.37)
80

numita impedanta de unda a vidului, o constanta universala.
Ey:ZHZ:Zfl(t—ijefz(t—i}:Zfl(t—i} (4.38)
v v v

Conform cu (4.38) in fiecare punct din spatiu unda electrica (Ey) si

cea magnetica (H Z) sunt in faza. (figura 4.5), au forme de variatie identice
dar sunt situate in plane perpendiculare:

F 3

Fig 4.5
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La fel ca unda (Ey,HZ) se propaga si unda (E Z,Hy). Deci exista cel mult

patru unde electromagentice elementare care compun o undd plana de
directie de propagare Ox data, care diferd intre ele fie prin sensul de
propagare (unda directd si unda inversd), fie prin directia de polarizare

liniara (Ey,HZ) sau (EZ,Hy). In fiecare dintre ele vectorii E s1 H sunt
perpendiculari intre ei si perpendiculari pe directia de propagare.
Variatia in timp a marimilor E sl H, deci forma functiilor f, s1 f5,

sunt arbitrare, ele depind de conditiile de producere a undei si de forma
mesajului transmis.

4.6 Radiatia undelor electromagnetice

La frecvente inalte campul electromagnetic din jurul circuitelor
electrice (circuite radiante) apare sub formd de unde electromagnetice,

= . —  OH| .
campul magnetic H(t) induce un camp electric [roth—pE] iar cel

.= . = E .
electric E(t)va produce un camp magnetic (rotH:S%], deci se

autogenereaza reciproc. Acest camp se poate desprinde de circuitele care le-au
produs si se propaga sub formd de unda electromagnetica la distante mari si
transmit o parte din energia circuitelor; fenomenul este numit radiatia circuitelor.

4.6.1 Potentiale electrodinamice intarziate (retardate)
Aceste potentiale generalizeaza notiunile de potential magnetic

vector A si potential electric scalar V care se utilizeaza in cazul campurilot
stationare $i cvasistationare.

Astfel, din legea fluxului magnetic rezulta: div B=0— B=rotAe,
B 0Ac
ot

L . . : = OB -
iar din legea inductiei electromagnetice: rot E = Y — rot E = —rot

—>

— rot E+8Ae =0 < E+8A—e=—grad\/e
ot ot

Deci 1n regim variabil campul electric E se scrie sub forma:
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E=—""%_grad V, (4.39)

< .. OA . s
el are o componenta solenoidala (— 76} siuna potentiala (-V V.).
Pentru a determina ecuatiile pe care le satisfac potentialul
electrodinamic vector Ae si potentialul electrodinamic scalar V, vom pleca
de la ecuatiile lui Maxwell:

— - GE =) = [-0%Ae oV,
rotB—uJ+8pE = grad(dlvAe)—AAe —uJ+sp( 2 —grad a j

(4.40)
Ecuatia pe care o satisfac cele doud potentiale este de forma:
5—
- - e ov,
AA¢ —sua Ac =—uJ+grad(dlvAe +en e] (4.41)
ot? ot
Similar putem stabili o alta ecuatie pentru cele doud functii Ac s1 Vo
. _ 0Ae .. o2V,
divE=Pv s —divOAe _ div(grad V. )= Py lign el 442
e (439) ot e el ot
AV,
o>V, p, of. — oV
AV, —gu——S=—"Y — —IdivAe +¢ € 4.43

In regim variabil (inaltd frecventd) se admite o conditie de etalonare
a celor doud potentiale- etalonare Lorentz- care presupune:

oV,
=0 4.44
ot (4.44)

div Ke + el

spre deosebire de regimul stationar(cvasistationar) unde se admite pentru
potentialul magnetic vector A o conditie de etalonare Coulomb, de forma:
divA=0.

Impunand conditia (4.44), fiecare dintre ecuatiile (4.41) si (4.43)
ramane o ecutie numai In variabila Ke sau numai in V, de aceeasi forma:

5—
— A —
AAe —ep aatze =—uJ (4.45)
0%V p
AV, —&gu e__Iv (4.46)

at2 €
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Cele doud ecuatii poartd numele de ecuatia vectoriala neomogena a
undelor (4.45), respectiv ecuatia scalara neomogena a undelor (4.46), ambele
sunt de acelasi tip cu ecuatia undelor (4.11), care este insd o ecuatie omogena.

In regim stationar sau cvasistationar (% = Oj ecuatiile (4.45), (4.46)

devin ecuatii de tip Poisson (Laplace) satisficute de A si V in aceste
regimuri §i ale caror solutii sunt de forma :

X(E):%J‘ KRF—')dv' . V)= 4;8 j pVR(F)dv' (4.47)
Vo )

in care am utilizat notatii cu semnificatiile din figura 4.6.
Solutiile ecuatiilor (4.45) si (4.46) sunt similare cu solutiile (4.47),
sub forma:

Ke(it):ij wdv' (4.48)

4n
Velrt)= 4;J Py t}; JarR) (4.49)
v,

o0

Campul in punctul P(;), la momentul
P{E) t, este determinat de valoarea densitatii de

curent J (sau a densitatii de sarcina p, ) la un
moment anterior

' R .
t'=t—,euR =t ——=t—At, momentului t
v

0

R . .

Fig 4.6 cu At=—=,/euR. Timpul Ateste timpul
v

necesar ca unda electromagnetica sa se propage de la circuitul radiant pana in

punctul P(r), pe distanta R =‘R‘ :‘r —r'| inaintdnd cu viteza v, viteza de

propagare a undei prin mediul cu parametrii constitutivi (s, u). Timpul At este
timpul de intdrziere(retardare) intre marimile de stare ale circuitului radiant si
ale campului la distanta R de circuit; motiv pentru care A $1V, date de (4.48)

si (4.49) se numesc potentiale electrodinamice intarziate(retardate). Aceste
expresii ale potentialelor(si ale campului electromagnetic) descriu propagarea
campului electromagnetic din aproape in aproape, in timp si In spatiu(prin

. o . 1
contiguitate) cu viteza mare, dar finitd: v=——

=
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4.6.2 Rezistenta de radiatie a circuitelor
Puterea activa absorbitd de un circuit electric In regim sinusoidal este

P; =RI gf =RI? , unde R este rezistenta circuitului radiant.

La frecvente inalte circuitul radiaza unde electromagnetice, deci va
transmite putere activa si prin undele radiate, putere pe care o scriem sub

forma: P4 = Rmdl2 ,unde R 4 este rezistenta de radiatie a circuitului.
Puterea activa totald absorbita de circuit este : P=Pj + Pp,q.

Daca circuitul radiant are forma curbei I' din figura 4.7-a, cAmpul magnetic

Bin punctele suprafeteir S va fi defazat in urma curentului I din spira I’

din cauza timpului de propagare At (datorita retardarii dintre B si I). Deci si

fluxul magnetic printr-o suprafatd S va fi defazat in urma curentului [ cu

unghiul B ca in diagrama fazoriald din figura 4.7-b, defazare care creste
odata cu frecventa curentului: § = [3(03) .

-

8
ra rr

@

a) b)
Fig 4.7
Descompunem fluxul @ in doud componente, una in faza cu I si alta in
cuadratura cu curentul I, sub forma:
®=LI-jAl (4.50)
Ecuatia de tensiuni pentru circuitul radiant este de forma:

u:Ri+%) < U=RI+ jo® =RI+ joLl+ oAl

respectiv ecuatia de tensiuni a unui circuit radiant are expresia:
U=[(R +0A)+ joL]-I (4.51)
unde: R, =R + oA - este rezistenta echivalenta a circuitului radiant;
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oA =R ,q este rezistenta de radiatie a circuitului iar R este

rezistenta proprie a circuitului, evaluata cu luarea in considerare a efectului
pelicular din Tnalta frecventa.
Z, =R, + joL- este impedanta echivalentd a circuitului, cea care

introduce un defazaj ¢ intre U si I ca in figura 4.7-b.

4.7 Aplicatie
Daca se cunoaste una dintre componentele undei plane si
proprietatile mediului, se poate deduce cealalta | componenta:

1. In medii dielectrice (G O) cunoscand E = JEsl impedanta de unda

z= " se poate deduce cealaltda componentd(cea magnetica):

€
—- _ 1xE _ EH _ EE
z z
2. In medii conductoare (o #0) legatura intre cele doua componente ale

undei este de forma:

i ol )op 2 o
© ou

unde y = joou = 1/%(I+ j) este constanta de propagare a mediului

@=o¢ + jB), o :M cos () este constanta de atenuare iar 3 :M sin () este

constanta de defazare a mediului (oc2 - [32 = wzsp).
3. Unda plana avand H, = 5% trece printr-un mediu cu pu, =1,&, =4.

Componenta electrica a undei este:

E
— \/E R= 60n - rezistenta de undd a mediului

E- H\f HZ \/7 H—120n 300[\7]

Observatie Vectorul S=Ex H, numit vectorul Poynting indicd prin directia sa care
este directia de propagare a undei iar prin modulul sau indica care este densitatea de putere

a undei: [S]z [E] [H]zlé:&2 Fluxul lui § printr-o suprafatd este puterea
m m

transmisa de unda prin suprafata respectiva.



