
  4. Ecuaţiile câmpului electromagnetic 
4.1 Legile câmpului electromagnetic- un sistem complet de 
ecuaţii 
 
 Teoria macroscopică a fenomenelor electromagnetice utilizează pentru 
caracterizarea fenomenelor şi a stărilor corespunzătoare un număr de şase 
mărimi primitive ( )B,E,m,i,p,q  şi un număr nelimitat de mărimi derivate. 
 Determinarea univocă a unui câmp de vectori (problema Poincaré) 
este posibilă sub forma integrală dacă este precizată circulaţia sa în lungul 
oricărei curbe închise Γ şi fluxul său printr-o suprafaţă închisă Σ iar sub 
formă locală dacă în orice punct din domeniu este precizat rotorul şi 
divergenţa câmpului. Dacă expresiile legilor electrotehnice satisfac aceste 
condiţii se spune că expresiile lor constituie un sistem complet de ecuaţii pe 
baza căruia se poate determina un câmp. 

La baza fenomenelor electromagnetice stau un număr de 12 legi, 
dintre care 9 sunt legi generale şi 3 sunt legi de material. 

Legile generale(considerând medii fixe 0v = , fără mărimi neelectrice 
0E,0M,0P ipp === ) scrise sub forma lor integrală şi locală sunt: 

I.  Legea inducţiei electromagnetice : 

  
dt

d
dlE s

 

Γ
Φ

−=⋅∫Γ  ; 
t
BE rot
∂
∂

−=  

II .  Legea circuitului magnetic: 

  
dt

d
dlH S

S
 

Γ
Γ

ψ
+θ=⋅∫Γ ; 

t
DJH rot
∂
∂

+=  

III.  Legea fluxului electric: 

∑
=⋅∫Σ qdsD

 
 ;       vD div ρ= (sau 0 în afara     

                                            corpurilor încărcate)    
IV.  Legea fluxului magnetic: 

  0dsB
 

=⋅∫Σ   ; 0B div =  

V.  Legea conservării sarcinii electrice: 

  
dt

dq
i ∑−=∑   ; 

t
-J div v
∂
ρ∂

=  
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VI.  Legea legăturii în câmp electric: 
   PED o +⋅ε=  

VII.  Legea legăturii în câmp magnetic: 
   ( )MHB o +⋅μ=  

VIII.  Legea transformării energiei în conductori: 
   JEp j ⋅=  

IX.  Legea electrolizei:  

   qkq
Fn

Am
o

⋅=⋅
⋅

=  

In expresiile acestor legi intervin trei constante universale 

m
F 

910 4

1
9o

π
=ε ,  m

H  10 4 7
o

−π=μ  şi  gr.ech
C  49696Fo ⋅= - 

constanta lui Farraday. 
 Principalele legi de material (mai sunt şi alte legi de material: legea 
câmpurilor voltaice, legea emisiei electronilor din metale etc) sunt: 
 

X. Legea polarizaţiei electrice temporare: 
   EP eot χε=   

      care combinată cu legea III fără ED 0Pp ε=→=  
XI. Legea magnetizaţiei temporare: 

   HM mt χ=  
      care combinată cu legea VII pentru HB  0M p μ=→=  

XII. Legea conducţiei electrice: 
   EJ σ=  
 In expresiile acestor legi apar constante ce ţin de proprietăţile 

mediului în care se aplică legea: ( ) ( )
ρ

=σμχμεχε
1 ; , ; , rmre . 

 Examinând expresiile acestor legi se constată următoarele 
proprietăţi: 
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• Legile I,III,VI stabilesc con-diţiile produ-cerii unui câmp electric 

( )D,E  de către câmpuri variabile 
t
B
∂
∂ , de către corpuri încăr-cate 

(q) şi de către corpuri polarizate ( )p . 
• Legile II, VII stabilesc condiţiile producerii unui câmp magnetic 

( )B,H  de către câmpuri electrice variabile ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

t
D , de către curenţi 

electrici (i) şi de către corpuri magnetizate ( )m . 
• Legile VIII, IX stabilesc efectul energetic, respectiv chimic al 

procesului de conducţie a curentului electric.  

• In regim staţionar ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =
∂
∂ 0
t

 fenomenele electrice (stările electrice) 

şi cele magnetice nu se influenţează reciproc. Câmpurile E  şi 
B pot coexista în aceeaşi regiune a spaţiului (de exemplu în jurul 
conductoarelor parcurse de curent continuu) fără a interacţiona 
între ele; proprietatea rămâne adevărată şi în regim cvasistaţionar 
(frecvenţe joase). 

• In regim variabil repartiţia de sarcină este condiţionată de repartiţia 
de curent (legea V). Câmpul magnetic variabil induce câmp 

Stări 
electrice 

Stări  
magnetice 

corpuri

               
 ˆcampuri
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electric (legea I) iar un câmp electric variabil produce în jurul său 
un câmp magnetic (legea II).Legăturile între câmpul electric şi cel 
magnetic există doar în regimuri variabile (sunt desenate cu linie 
punctată în figura 4.1). 

In regim variabil câmpul electromagnetic poate exista şi în lipsa 
corpurilor sub formă de undă electromagnetică, undă care se propagă în 

spaţiu cu viteza 
εμ

=
1v . 

Legile permit o corelare care arată că ansamblul lor formează, din 
punct de vedere matematic, un sistem complet de ecuaţii: 

- legile I şi III precizează sub formă integrală circulaţia şi fluxul 
câmpului electric, respectiv sub formă locală precizează rotorul şi 
divergenţa câmpului electric 

- legile II şi IV precizează integral circulaţia şi fluxul câmpului 
magnetic iar local rotorul şi divergenţa câmpului magnetic. 

 

 
 
Deoarece legile sub formă locală nu precizează rotorul şi divergenţa 

aceleiaşi mărimi, ci E rot  şi D div , ţinând seama de expresiile celorlalte 
legi din sistem se pot aduce la aceeaşi specie. Similar în câmp magnetic, 
deşi se cunosc B div  şi H rot se pot aduce la rot şi div din aceeaşi specie ca 
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în figura 4.2. Legătura între câmpul electric şi cel magnetic există doar în 
regim variabil (legăturile sunt desenate cu linie punctată). 

Formele locale ale legilor sistematizează matematic proprietăţile 
câmpului şi permit stabilirea unor algoritmi de calcul iar formele integrale 
asociate sunt singurele adevăruri verificabile experimental. 

 

4.2 Teorema de unicitate a câmpului electromagnetic 
 

Sistemul de legi ale câmpului electromagnetic permit să determinăm 
univoc mărimile de stare ale câmpului electromagnetic: 

( ) ( ) ( ) ( )t,rB   ;   t,rH   ;   t,rD   ;   t,rE  
în fiecare punct din domeniul de câmp v ∑  mărginit de suprafaţa închisă ∑ şi 
în fiecare moment “t” ulterior momentului iniţial ott ≥ ,dacă se cunosc: 

1.condiţiile iniţiale: starea câmpului electromagnetic în fiecare punct 
din ∑v la momentul iniţial ot :  ( ) ( )oo t,rH   ; t,rE  . 

2.condiţiile la limită: distribuţia (şi evoluţia în timp) pe frontiera Σ în 
fiecare moment  ott ≥  a componentelor tangenţiale:  ( ) ( )t,rH   ; t,rE tt . 

3.proprietăţile mediului şi starea corpurilor din domeniul de câmp 
v ∑ ( ) ( ) ( ); r   ; r   ; r   : σ=σμ=με=ε  

4.condiţiile de surse: cunoaşterea funcţiilor ( )trPJ pv ,,,,, ip E M   ρ , 
care produc câmp în jurul lor. 

Sistematic, aceste condiţii se scriu sub forma (4.1): 
 

( )
( )

( )
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( )⎥

⎥
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⎤
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⎡
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't,PH

't,PE

Po

o

tt'
Pit

it

o
v

                    (4.1) 

respectiv pentru a determina câmpurile E  şi H  într-un punct din v ∑  la un 
moment t trebuie cunoscute valorile lor iniţiale în orice punct din v ∑  şi 

evoluţia componentelor tangenţiale tt H,E , pe frontiera Σ a domeniului, de la 
originea ot până la momentul considerat t, la proprietăţi ale mediului date. 

Demonstrarea teoremei se poate face plecând de la expresiile legilor 
şi reflectă matematic proprietatea câmpului electromagnetic de a satisface, 
ca orice sistem fizic, principiul cauzalităţii. 

 Deoarece condiţiile impuse de această teoremă sunt severe 
(în special condiţia (2)), în cele mai multe cazuri nu se determină direct 
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câmpul E  şi H ci se studiază probleme asociate, mult mai simple ; se 
determină potenţialele lor V şi A care satisfac condiţii de unicitate mai uşor 
de stabilit şi în final se revine la câmpurile fizice: V gradE −= şi A rotB = , 
aşa cum se va vedea în capitolele ce urmează. 

 

4.3 Teorema superpoziţiei câmpurilor electromagnetice 
 

Un domeniu de câmp v ∑  limitat de suprafaţa Σ conţine în interior 
medii liniare şi izotrope aflate în repaus şi în acest domeniu sunt suprapuse 
“n” câmpuri electromagnetice corespunzând fiecare dintre ele la condiţii 
iniţiale şi la limită proprii. 

Dacă kkkk B ,H ,D ,E  sunt mărimile de stare ale câmpului ce 
corespund la: 

• Condiţii iniţiale: ( ) ( )okok t,rH ; t,rE  în orice punct din v ∑  

• Condiţii la limită: ( ) ( )t,rH ; t,rE tktk  pe suprafaţa Σ, la t> ot  

• Mărimi neelectrice: ( ) ( ) ( )t,rE  ; t,rH  ; t,rP ikpkpk  
atunci câmpurile rezultante ce provin din însumarea (vectorială) a mărimilor 
de stare ale câmpurilor componente (k=1,2…n) sunt: 

∑∑∑∑ ====
n

1

k

n

1

k

n

1

k

n

1

k BB   ; DD   ; HH    ; EE      (4.2) 

având în vedere liniaritatea ecuaţiilor câmpului. Acestor câmpuri rezultante 
le corespund condiţii iniţiale şi la limită rezultante: 

• Condiţii iniţiale: ( ) ( ) ( ) ( )∑∑ ==
n

1
oko

n

1
oko t,rHt,rH    ; t,rEt,rE   

 (4.3) 

• Condiţii la limită: ( ) ( ) ( ) ( )∑∑ ==
n

1

tkt

n

1

tkt t,rHt,rH   ; t,rEt,rE  

      (4.4) 
Teorema superpoziţiei şi în domeniul câmpului, ca în alte domenii ale 

ştiinţei, pune în evidenţă faptul că la suma cauzelor le corespunde suma efectelor. 
Dacă cel puţin o regiune din v ∑  nu are proprietăţi liniare, teorema nu 

se mai poate aplica. 
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4.4 Ecuaţiile lui Maxwell 
 
 Studiul general şi sistematic al câmpului electromagnetic se poate 
face cu ajutorul formelor locale ale legilor. Ecuaţiile cu derivate parţiale ce 
rezultă din formele locale ale legilor pentru medii imobile ( )0v =  şi în 
domenii de continuitate a proprietăţilor fizice se numesc ecuaţiile lui 
Maxwell. 
 Pe baza acestor ecuaţii se pot studia câmpurile electromagnetice 
pure, fără fenomene mecanice ( 0v = - medii fixe), fără polarizaţie 
permanentă ( )0Pp = , fără magnetizaţie permanentă ( )0Mp =  şi fără 
câmpuri electric imprimate ( )0Ei = . Ce mai rămâne din formele locale ale 
legilor sunt expresiile (4.5): 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

σ=μ=ε=

=

ρ=

∂
∂

=

∂
∂

+=

electrice ieiconduct a si legaturii legile - EJ  ; HB  ; ED

magnetic fluxului legea    -            0 B div

 electric fluxului legea   -      0D div

neticeelectromag ieiinduct legea   -        
t
B-Erot 

magnetic icircuitulu legea   -    
t
DJ H rot

v       (4.5) 

 Vom considera că prezintă interes tehnic doar câmpul din exteriorul 
corpurilor încărcate cu sarcină ( )0v =ρ . 
 Ecuaţiile câmpului se pot scrie în două variante, cunoscute sub 
numele de ecuaţiile lui Maxwell în E  şi H şi ecuaţiile lui Maxwell în E  şi 
B : 

 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=
∂
∂

μ−=

∂
∂

ε+σ=

0H div

0E div
t
HE rot

t
EEH rot

                                               (4.6) 
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⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=
∂
∂

=

∂
∂

εμ+σμ=

0B div

0E div
t
B-E rot

t
E  EB rot

                                          (4.7) 

                                             
 Sub formele (4.6) şi (4.7) ecuatţiile lui Maxwell reprezintă, din punct 
de vedere matematic, un sistem de opt ecuaţii scalare simultane cu derivate 
parţiale, având şase funcţii necunoscute: zyxzyx E ,E ,E ,H ,H ,H  care sunt 

componentele vectorilor ( )t,rH  şi ( )t,rE  atunci când domeniul de câmp are 
o astfel de configuraţie încât să folosim raportarea la un sistem cartezian de 
axe x,y,z. 
 Să stabilim ecuaţiile cu derivate parţiale pe care le satisfac separat 
câmpurile E  şi respectiv H . 
 Aplicăm rotorul primei ecuaţii a lui Maxwell din (4.6): 
 

( ) ( ) ( )

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

Δ−=Δ−
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

∂

∂
εμ−

∂
∂

σμ−=
∂
∂

ε+σ=

HHH divgradH rotrot

t

H
t
HE rot

t
E rotH rotrot

0

2

2

                   (4.8) 

 Deci ecuaţia satisfăcută de câmpul H este de forma: 

 0
t
H

t
HH

2

2
=

∂

∂
εμ−

∂
∂

σμ−Δ                                   (4.9) 

 Similar, aplicând rotorul celei de a doua ecuaţii a lui Maxwell (4.6) şi 
ţinând seama de celelalte ecuaţii, obţinem o ecuaţie de tipul (4.9) şi pentru E . 
 Reunite, în scriere matricială, cele două ecuaţii de acelaşi tip, avem: 
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E
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⎦
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⎢
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⎜
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∂
∂
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⎥
⎦

⎤
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⎣

⎡

∂

∂
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

σμ−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
Δ    

(4.10) 
 Ecuaţiile de tipul (4.10) sunt ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul 
doi, de tip hiperbolic şi au, în general, ca soluţie o undă atenuată. Soluţiile 
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lor ( E  şi H ) nu sunt independente (deşi sunt ecuaţii distincte), ele sunt 
legate prin primele două ecuaţii din (4.6), deci unda electrică şi cea 
magnetică se intercondiţionează reciproc în unda electromagnetică. 

 
• In cazul mediilor dielectrice (izolante) 0=σ şi din (4.10) rămâne: 
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⎜
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∂
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⎢
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(4.11) 
    

unde  : ⁮=
2

2

2 tv

1

∂

∂
⋅−Δ   este operatorul d’Alembertian 

      
εμ

=
1v  este viteza de propagare a undei prin mediul cu ε şi μ. 

Unda electromagnetică printr-un mediu dielectric (în particular şi prin 
vid, aer uscat) este soluţia unei ecuaţii de tip d’Alembert (4.11) numită 
şi ecuaţia undei, scrisă într-un mediu dielectric prin care unda se 
propagă. 
• In medii conductoare ( )ε>>σ  ecuaţia (4.10) devine: 

0
H

E
t

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

σμ−Δ                                          (4.12) 

care este o ecuaţie vectorială de tip parabolic (ecuaţie de tip Helmholz) sau 

ecuaţia difuziei iar 
σμ

=λ
1  este constanta de difuzie a mediului. Deci într-o 

piesă conductoare unda electromagnetică pătrunde amortizat, are loc un 
fenomen de difuzie (analog cum pătrunde căldura într-un corp). 
 In regim permanent sinusoidal, ecuaţiile lui Maxwell (4.6) se 
transpun în mărimi complexe sub forma: 

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

ωμ=

ωε+σ=

0E div

0H div

H-jErot 

EjE  H rot

                                                     (4.13) 

unde H  este reprezentarea în complex a câmpului vectorial H (t) care are o 
variaţie sinusoidală în timp. In loc de a sublinia mărimea complexă  H  
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(cum era în teoria circuitelor U, I, Z…) se pune un punct deasupra barei care 
reprezintă caracterul vectorial al funcţiei: H , E , J . 
 In regim tranzitoriu (cu condiţiile iniţiale date ) ecuaţiile lui 
Maxwell se scriu operaţional (cu transformata Laplace) sub forma: 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )
( )⎪

⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

μ−μ=

ε−ε+σ=

0sE div
0sH div

HsHssE rot
EsEssE sH rot

o

o

                               (4.14) 

unde ( )sH  este imaginea Laplace a funcţiei vectoriale ( )tH  iar oH este 
valoarea iniţială (din momentul comutaţiei) a aceleeaşi funcţii. Ecuaţiilor lui 
Maxwell (4.6) şi (4.7) valabile în domenii de continuitate li se asociază 
ecuaţiile de trecere (4.15) valabile în vecinătatea unor suprafeţe de 
discontinuitate fixe 12S ce separă două medii corporale cu proprietăţi 
diferite:  
 

( )
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( )
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2 1

s

2 1 2 1

s

2 1 1 2

2 1

s 12 2 1 t t

J 0
s s 12 2 1 s t t s t t
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rot E 0    n E E 0    E E

rot H J     n H H J     H H J   H H
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t t t

div D     n D D     D D

=

∂
ρ = =

∂

= → − = → =

= → − = → − = ⎯⎯⎯→ =

∂ρ ∂ρ ∂ρ
= − → − =− → − =− ⎯⎯⎯⎯→ =

∂ ∂ ∂
=ρ → − =ρ → − =ρ ( )
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s

2 1

2 1

0
n n

s 12 2 1 n n

D D        4.15

div B 0    n B B 0    B B

ρ =

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪ ⎯⎯⎯→ =
⎪
⎪ = → − = → =
⎩
 
unde 12n  este versorul normalei la suprafaţa 12S , dirijat dinspre mediul 1 
spre 2. Pentru discontinuităţi mobile cu sv  ecuaţiile de trecere (4.15) au o 
formă mai dezvoltată[10]. 

4.5 Unda electromagnetică plană 
 
 Din analiza primelor două ecuaţii ale lui Maxwell rezultă că, în cazul 
câmpurilor variabile în timp, apare o dublă legătură cauzală între aspectul 
electric şi cel magnetic al câmpului electromagnetic desprins de corpuri, sub 
formă de undă electromagnetică. 
 Vom examina un caz particular de undă într-un mediu dielectric 
( )0=σ  când în toate punctele situate într-un plan perpendicular pe direcţia  
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de propagare valoarea câmpului este constantă. Dacă Ox este direcţia de 
propagare a undei, atunci avem un câmp plan sau undă plană dacă mărimile 
de stare ale câmpului depind doar de x şi t: 
  ( )t,xEE =               ;                 ( )t,xHH =  
 O astfel de undă plană există practic la distanţă suficient de mare faţă 
de sursă (antena de emisie) într-un mediu izotrop şi omogen. 
 Considerăm un mediu dielectric ( )0=σ  cu permitivitatea ε , 
permeabilitatea μ , neîncărcat cu sarcină ( )0v =ρ  şi neparcurs de curenţi 

( )0J =  şi vom pune îm evidenţă doar câmpul electromagnetic ce apare prin 
interacţiunea dintre câmpul electric şi cel magnetic variabile în timp. 
Căutăm numai soluţiile variabile în timp ale ecuaţiilor lui Maxwell (o 
constantă, deci, nu face parte dintr-o undă). 
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∂
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∂
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∂
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→=                        (4.17) 
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x

E

t
H

-   ;  
x

E
t

H
- ;    0

t
H

  yzzyx
∂

∂
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∂

μ
∂
∂

=
∂

∂
μ=

∂
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⇒                             (4.18) 

   0
x

E
        0E div x =

∂
∂

→=                                                      (4.19) 

 Din relaţiile (4.16) şi (4.19) respectiv (4.17) şi (4.18) rezultă: 
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∂
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x
xx

x
xx

                                        (4.20) 

respectiv unda plană este o undă transversală care nu are componente pe 
direcţia de propagare ( )0H ,0E xx == , deci vectorii E  şi H  sunt conţinuţi 
în plane perpendiculare pe direcţia de propagare. Din (4.20) rezultă că xE  şi 

xH nu variază în timp şi nici în spaţiu (sunt nişte constante), deci nu pot fi 
parte componentă a unei unde (câmp variabil) şi le considerăm nule; aceste 
componente xE  şi xH pot fi cel mult nişte câmpuri statice, care nu 
afectează propagarea undei. 
 Din relaţiile (4.16) şi (4.18) rezultă: 
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                                                               (4.21) 
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∂
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∂
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H
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E

zy

yz

                                                                (4.22) 

Relaţiile (4.21) reprezintă o undă plană având 
componentele ( )zy H ,E  iar (4.22) o undă plană 

având componentele ( )yz H ,E . Cele două unde 
sunt independente între ele, deci de-a lungul axei 
Ox se pot propaga două unde plane care nu se 
influenţează reciproc. Fiecare este o undă 
transversală de direcţie fixă (Ox) deci sunt unde 
polarizate liniar după două direcţii ortogonale. 
Una dintre ele ( )zy H ,E  reprezentată în figura 
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4.3 se propagă după direcţiaOx cu viteza v : 
( )
( )t,xH kH kH

t,xE jE jE

zz

yy

==

==
                               (4.23) 

 Cele două funcţii ( )t,xE y  şi ( )t,yHz  sunt legate între ele prin 
ecuaţiile (4.21) care reprezintă un sistem de ecuaţii cu derivate parţiale de 
ordinul I. Eliminând pe rând câte una dintre funcţii, prin derivări în raport cu 
x şi cu t, obţinem: 

 0
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   ;   0
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y
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∂
εμ−

∂

∂
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∂
εμ−

∂

∂
                      (4.24) 

 Ecuaţiile (4.24) sunt de tipul (4.11) (în care 0
x 2

2
+

∂

∂
=Δ ) deci 

reprezintă ecuaţia undelor, ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul II de tip 
hiperbolic a căror soluţie este de forma: 

 ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

v
xtft,xE   ;   

v
xtft,xH 2y1z                        (4.25) 

 Ele sunt funcţii numai de x şi t prin intermediul unei combinaţii 

liniare şi omogene 
v
xtt −=′ . Notăm 
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 Pentru ca soluţia (4.25) să verifice ecuaţia (4.24) trebuie ca 

εμ
=

1v2 , respectiv: 
εμ

±=
1v                                                            (4.27) 

 Scăzând şi adunând tΔ  la argumentul ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

v
xt , obţinem: 

 ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Δ−

−Δ−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

v
tvxttf

v
xtf 11                                 (4.28) 
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respectiv funcţia 1f , soluţie a ecuaţiei undelor (4.24), depinde de timp şi de 
x astfel că valoarea pe care o are 1f  în punctul x, la momentul t este egală cu 
valoarea pe care a avut-o funcţia într-un moment anterior ( )tt Δ− , într-un 
punct situat mai la stânga cu ( )tvΔ . Deci soluţia 1f  este o funcţie ce se 

propagă în spaţiu de-
a lungul axei Ox cu 
viteza v . 
Forma (repartiţia 
spaţială) a undei 1f se 
deplasează în lungul 
axei x cu viteza v 
numită viteza de fază 

a undei. Relaţia (4.27) arată  că viteza de fază are două valori egale şi de 
semn contrar. Prima corespunde undei care se propagă în sensul pozitiv al 
axei x (unda directă) şi are expresia: 

 ( )xtf
v
xtf 11 ⋅εμ−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −                                        (4.29) 

iar a doua valoare a lui v corespunde undei care se propagă în sensul negativ 
al axei x (unda inversă) şi are expresia : 

 ( )xtf
v
xtf 11 ⋅εμ+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +                                        (4.30) 

 Fiecare dintre aceste unde există numai dacă au existat undeva la 
stânga (sau la dreapta pentru unda inversă) condiţii fizice pentru producerea 
lor (antenă de emisie pentru unda directă, suprafaţă reflectantă pentru unda 
inversă etc.). 
 Unda directă se propagă cu viteza: 

 
rr

o

oror

v11v
με

=
μμεε

=
εμ

=                                    (4.31) 

iar s
m1031cv 8

oo
o ⋅=

με
==  este viteza undei în vid. 

 Unda directă pentru componenta magnetică a undei este: 

 ( ) ( )εμ−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= xtf

v
xtft,xH 11z                                     (4.32) 

 Dacă într-un punct din spaţiu zH  are de exemplu o variaţie 
sinusoidală, atunci funcţia 1f  este de forma: 
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xtsinHH maxzz                                          (4.33) 

 Cunoscând zH  se poate calcula componenta electrică a undei ( )yE : 
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                                            (4.34) 

 Integrând ultima expresie se obţine: 

∫ +
ε

=⋅′
ε

= constf
v
1dtf

v
1E 11y                                                        (4.35) 

 Constanta de integrare se poate omite, interesează doar soluţiile 
variabile în timp (undele). Mărimea: 
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este o caracteristică a mediului prin care se propagă unda electromagnetică 
şi se numeşte impedanţa de undă a mediului. Valoarea sa în vid este:  

Ω=π=
ε
μ

=  377120Z
o

o
o                                                                 (4.37) 

numită impedanţa de undă a vidului, o constantă universală. 
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⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −→⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −==

v
xtf Z

v
xtf    

v
xtf ZH ZE 121zy                       (4.38) 

 Conform cu (4.38) în fiecare punct din spaţiu unda electrică ( )yE  şi 

cea magnetică ( )zH  sunt în fază. (figura 4.5), au forme de variaţie identice 
dar sunt situate în plane perpendiculare: 

  



Bazele electrotehnicii 108 

La fel ca  unda ( )zy H,E  se propagă şi unda ( )yz H,E . Deci există cel mult 
patru unde electromagentice elementare care compun o undă plană de 
direcţie de propagare Ox dată, care diferă între ele fie prin sensul de 
propagare (unda directă şi unda inversă), fie prin direcţia de polarizare 
liniară ( )zy H,E  sau ( )yz H,E . In fiecare dintre ele vectorii E  şi H  sunt 
perpendiculari între ei şi perpendiculari pe direcţia de propagare. 
 Variaţia în timp a mărimilor E  şi H , deci forma funcţiilor 1f şi 2f , 
sunt arbitrare, ele depind de condiţiile de producere a undei şi de forma 
mesajului transmis. 
 

4.6 Radiaţia undelor electromagnetice 
 
 La frecvenţe înalte câmpul electromagnetic din jurul circuitelor 
electrice (circuite radiante) apare sub formă de unde electromagnetice, 

câmpul magnetic ( )tH  induce un câmp electric ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

μ−=
t
HE rot  iar cel 

electric ( )tE va produce un câmp magnetic ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

ε=
t
EH rot , deci se 

autogenerează reciproc. Acest câmp se poate desprinde de circuitele care le-au 
produs şi se propagă sub formă de undă electromagnetică la distanţe mari şi 
transmit o parte din energia circuitelor; fenomenul este numit radiaţia circuitelor. 

4.6.1 Potenţiale electrodinamice întârziate (retardate) 
 Aceste potenţiale generalizează noţiunile de potenţial magnetic 
vector A  şi potenţial electric scalar V care se utilizează în cazul câmpurilot 
staţionare şi cvasistaţionare. 
 Astfel, din legea fluxului magnetic rezultă: eA rotB   0B div =→= , 

iar din legea inducţiei electromagnetice: 
t

A rotErot    
t
BE rot e

∂
∂

−=→
∂
∂

−=  

→  

e
ee V grad

t
AE        0

t
AErot   −=

∂
∂

+↔=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

+→  

 Deci în regim variabil câmpul electric E  se scrie sub forma: 
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 e
e V grad

t
AE −
∂
∂

−=                                        (4.39) 

el are o componentă solenoidală ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

−
t

Ae  şi una potenţială (-∇Ve). 

Pentru a determina ecuaţiile pe care le satisfac potenţialul 
electrodinamic vector eA şi potenţialul electrodinamic scalar eV vom pleca 
de la ecuaţiile lui Maxwell: 

( ) ⎟
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∂
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EJB rot e

2
e

2
ee  

(4.40) 
Ecuaţia pe care o satisfac cele două potenţiale este de forma: 
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Similar putem stabili o altă ecuaţie pentru cele două funcţii eA şi eV : 
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⎠
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2
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 In regim variabil (înaltă frecvenţă) se admite o condiţie de etalonare 
a celor două potenţiale- etalonare Lorentz- care presupune: 

 0
t

V
A div ee =

∂
∂

εμ+                                            (4.44) 

spre deosebire de regimul staţionar(cvasistaţionar) unde se admite pentru 
potenţialul magnetic vector A  o condiţie de etalonare Coulomb, de forma: 

0A div = . 
 Impunând condiţia (4.44), fiecare dintre ecuaţiile (4.41) şi (4.43) 
rămâne o ecuţie numai în variabila eA sau numai în eV de aceeaşi formă: 

 J
t

AA
2

e
2

e μ−=
∂

∂
εμ−Δ                                          (4.45) 

 
ε
ρ

−=
∂

∂
εμ−Δ v

2
e

2

e
t

V
V                                         (4.46) 
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 Cele două ecuaţii poartă numele de ecuaţia vectorială neomogenă a 
undelor (4.45), respectiv ecuaţia scalară neomogenă a undelor (4.46), ambele 
sunt de acelaşi tip cu ecuaţia undelor (4.11), care este însă o ecuaţie omogenă. 

 In regim staţionar sau cvasistaţionar ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =
∂
∂ 0
t

 ecuaţiile (4.45), (4.46) 

devin ecuaţii de tip Poisson (Laplace) satisfăcute de A  şi V în aceste 
regimuri şi ale căror soluţii sunt de forma : 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫
∞∞

′
′ρ

πε
=′

′
π
μ

=
vv  

v

 
vd

R
r

4
1rV    ;    vd

R
rJ

4
rA              (4.47) 

în care am utilizat notaţii cu semnificaţiile din figura 4.6. 
 Soluţiile ecuaţiilor (4.45) şi (4.46) sunt similare cu soluţiile (4.47), 
sub forma: 

 ( ) ( )∫
∞

′
εμ−′

π
μ

=
v 

e vd
R

Rt,rJ
4

t,rA                            (4.48) 

( ) ( )∫
∞

′
εμ−′ρ

πε
=

v 

v
e vd

R
Rt,r

4
1t,rV                          (4.49) 

 Câmpul în punctul ( )rP , la momentul 
t, este determinat de valoarea densităţii de 
curent J (sau a densităţii de sarcină vρ ) la un 
moment anterior 

tt
v
RtRtt Δ−=−=εμ−=′ , momentului t 

cu R
v
Rt εμ==Δ . Timpul tΔ este timpul 

necesar ca unda electromagnetică să se propage de la circuitul radiant până în 
punctul ( )rP , pe distanţa rrRR ′−==  înaintând cu viteza v, viteza de 

propagare a undei prin mediul cu parametrii constitutivi ( )με, . Timpul tΔ  este 
timpul de întârziere(retardare) între mărimile de stare ale circuitului radiant şi 
ale câmpului la distanţa R de circuit; motiv pentru care eA  şi eV  date de (4.48) 
şi (4.49) se numesc potenţiale electrodinamice întârziate(retardate).Aceste 
expresii ale potenţialelor(şi ale câmpului electromagnetic) descriu propagarea 
câmpului electromagnetic din aproape în aproape, în timp şi în spaţiu(prin 

contiguitate) cu viteză mare, dar finită: 
εμ

=
1v . 
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4.6.2 Rezistenţa de radiaţie a circuitelor 
 Puterea activă absorbită de un circuit electric în regim sinusoidal este 

22
efj RIRIP == , unde R este rezistenţa circuitului radiant. 

 La frecvenţe înalte circuitul radiază unde electromagnetice, deci va 
transmite putere activă şi prin undele radiate, putere pe care o scriem sub 
forma: 2

radrad IRP = , unde radR este rezistenţa de radiaţie a circuitului. 
 Puterea activă totală absorbită de circuit este : radj PPP += . 
Dacă circuitul radiant are forma curbei Γ din figura 4.7-a, câmpul magnetic 
B în punctele suprafeţei ΓS  va fi defazat în urma curentului I din spira Γ 
din cauza timpului de propagare tΔ (datorită retardării dintre B  şi I). Deci şi 
fluxul magnetic printr-o suprafaţă ΓS  va fi defazat în urma curentului I cu 
unghiul β ca în diagrama fazorială din figura 4.7-b, defazare care creşte 
odată cu frecvenţa curentului: ( )ωβ=β . 

 
Descompunem fluxul Φ  în două componente, una în fază cu I şi alta în 
cuadratură cu curentul I, sub forma: 

 IjIL Λ−=Φ                                              (4.50) 
 Ecuaţia de tensiuni pentru circuitul radiant este de forma: 

IILjIRjIRU         
dt
dRiu Λω+ω+=Φω+=↔
Φ

+=                

respectiv ecuaţia de tensiuni a unui circuit radiant are expresia: 
 ( )[ ] ILjRU ⋅ω+Λω+=                                           (4.51) 

unde: Λω+= RR e - este rezistenţa echivalentă a circuitului radiant;           
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radR=Λω   este rezistenţa de radiaţie a circuitului iar R     este  
rezistenţa proprie a circuitului, evaluată cu luarea în considerare a efectului 
pelicular din înaltă frecvenţă. 
           LjRZ ee ω+= - este impedanţa echivalentă a circuitului, cea care      
introduce un defazaj ϕ  între U şi I ca în figura 4.7-b. 

4.7 Aplicaţie 
 Dacă se cunoaşte una dintre componentele undei plane şi 
proprietăţile mediului, se poate deduce cealaltă componentă: 
1. In medii dielectrice ( )0=σ  cunoscând EjE = şi impedanţa de undă 

ε
μ

=Z  se poate deduce cealaltă componentă(cea magnetică): 

Z
EkHk

Z
EiH ==

×
=  

2. In medii conductoare ( )0≠σ  legătura între cele două componente ale 
undei este de forma: 

( ) ΩΩ
ωμ
γ

=×
μω

γ
= jj eEkEieH  

unde ( )j1
2

j +
ωσμ

=ωσμ=γ  este constanta de propagare a mediului 

( )β+α=γ j , Ωγ=α cos  este constanta de atenuare iar Ωγ=β sin  este 

constanta de defazare a mediului ( )εμω=β−α 222 . 

3. Unda plană având m
A5Ho =  trece printr-un mediu cu .4 ,1 rr =ε=μ  

Componenta electrică a undei este: 

[ ]Ωπ==
ε
μ

= 60R
H
E  - rezistenţa de undă a mediului 

[ ]m
V300120

2
1HHZHE

r

r
o =π⋅⋅=

ε
μ

=
ε
μ

=  

Observaţie Vectorul HES ×= , numit vectorul Poynting indică prin direcţia sa care 
este direcţia de propagare a undei iar prin modulul său indică care este densitatea de putere 

a undei: [ ] [ ] [ ]
2m

W

m

A

m

V
HES =⋅=⋅= . Fluxul lui S  printr-o suprafaţă este puterea 

transmisă de undă prin suprafaţa respectivă. 


