7. Energii si forte in campuri electromagnetice

7.1 Teorema energiei electrice

Un sistem de n corpuri conductoare aflate la potentialele
Vi, V,...V, si incdrcate cu sarcinile q;,q,...q, creeazd in jurul lor un
camp electric cu un anumit spectru, camp care Inmagazineaza in el o
apV, cantitate de energie electricd W, :

~— ™\ Lo
W, =_quvk (7.1)

213
E 7\ energie care depinde de toate sarcinile si
potentialele corpurilor din sistem, valoare

@ egald cu lucrul mecanic cheltuit pentru

-~ incarcarea corpurilor cu sarcina.
Qo Vi Dimensional relatia (7.1) inseamna:

Fig. 7.1 [We]z[q]-[V]:CV:AVsec:Wsec:J.
Pentru un condensator (q; =—q, =q) relatia (7.1) devine:

W, =20, Vi +4q, V) = Lq(V; = Vy) =1 U=lepro9 (7.2)
e 2(1112(122 2(11 2 2q > 2C .

. (1 e o .
Expresia (5 CUzj o utilizdm pentru condensatoare cuplate la tensiunea U

2
iar [g—cj pentru condensatoare decuplate dar care au ramas incarcate cu

sarcina q.
Tinand seama de prima forma a relatiilor lui Maxwell:
n
Vi = Zocqu i » relatia functionalei de energie (7.1) se scrie sub forma :
i=1

1 n n 1 n n . .
W, = S D q D ogq; = 5 D> ouqiq; = fi (geometriacorpurilor£,q; ...q )
k=1 j=I k=1j=1

(7.3)
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n
Daca tinem seama de a doua forma a relatiilor lui Maxwell: q, = Zyijj ,
i=1
functionala de energie (7.1) se va exprima sub forma:

ZZyijk =f, ( geometria corpurilor,&,V;,V,...V,) (7.4)
k 1j=1
In expresia (7.3) trebuie cunoscute sarcinile de pe toate corpurile din
sistem, In (7.4) trebuie cunoscute potentialele tuturor corpurilor si
generalizand, putem afirma ca energia electricd se poate evalua daca pentru
o parte dintre corpuri se cunosc sarcinile iar pentru celelalte se cunosc
potentialele:
W, = f; ( geometria corpurilor, &,q;,q, ..., Vit --- Vy) (7.5)
Expresiile (7.3),(7.4),(7.5) exprima insd energia electrica intr-un
mod impropriu. Ea este localizata in campul electric dintre corpuri, deci ar
trebui exprimata in functie de parametrii campului electric.
La un condensator plan, intre armaturi se creeaza un camp electric
uniform de intensitate E=U/d si energia electricd se va repartiza uniform in
acest camp.

1 2 1 €A 2 2
We :ECU 2 d (E d ) 2 (Ad)__SE *Viielectric (7.6)
Densitatea de energie electrica se scrie sub forma:

W;:L:lgEz[%J (7.7)
Vdielectric 2 m

In campuri neuniforme densitatea de energie electricd se scrie
succesiv sub forma:

2 oo .
w:: W lSE2 =D—=@=@[/3} (7.8)
dv. 2 2¢g 2 2 m

Integrand densitatea de energie (7.8) pe volumul 75 determinam

cata energie electrica existd in volumul delimitat de suprafata . :

Iw dv= v[—dv (7.9)

Cu expresiile (7.3),(7.4) si (7.5) putem determina energia electrica
fotala a unui sistem, fara a putea aprecia cum se repartizeaza ea in spatiu,
unde este mai concentratd, etc.

Daca extindem volumul %5 din (7.9) la 9, putem obtine energia

electrica totala la fel cu formele anterioare:
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DE
= j = (7.10)

Voo
Dimensional densitatea de energie electrica se exprima astfel:

2 .
[ La? |- £V vy
2 m m2 m3 m
Mai mult, expresiile (7.1),(7.3),(7.4) si (7.5) sunt valabile doar in
regim electrostatic, cdnd campul electric este produs de un sistem de corpuri

incarcate, pe cand expresiile (7.9),(7.10) sunt valabile in orice regim de
functionare, chiar si in cAmpuri electrice variabile.
DE 1 D?

Expresia w; = ESEZ =2 este valabild doar in medii
€

Ctotal

. . .+ DE N o
1zotrope iar expresia w, =—— este valabila si in medii anizotrope, dar

liniare.

7.2 Teorema energiei magnetice

Un sistem de n circuite aflate
in prezentd sunt alimentate de
sursele e,e,...e, cu curentii
ij,15...1, sl se creeazd prin
suprafetele lor fluxurile totale
®,,..d,. In campul
magnetic creat in jurul
acestui sistem de circuite se
inmagazineaza energie
magnetica a carei expresie:

n
W, =12cpkik (7.11)
2k:l

pune 1n evidenta faptul ca ea depinde de fluxurile si curentii din circuitele
sistemului. Dimensional relatia (7.11) Inseamna:
W, ]=[®][i]=Wb-A=A.Vsec=1
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Expriménd fluxurile magnetice totale @, cu prima forma a relatiilor

n
lui Maxwell: @, = Ziji i » functionala energiei magnetice devine:
j=1
1 n n
W, = 5 ZZijlklj =f; (geometria circuitelor, W,1;,15...1,)  (7.12)
k=1j=1
Daca exprimdm curentii din (7.11) cu forma a doua a relatiilor lui
n
Maxwell, pentru sisteme de circuite: 1 = ZF 1@ » se obtine expresia:
j=1
1 n n
W, == ZZijCDkCDj =f, (geometria circuitelor,u,®;,D,...® ) (7.13)
k=1j=1
In (7.12) pe langa geometria circuitelor si 1,4, trebuie cunoscuti toti

curentii iar in (7.13) toate fluxurile magnetice. Generalizand, functionala de
energie este determinatd dacd pentru o parte dintre circuitele sistemului se
cunosc curentii si pentru celelalte se cunosc fluxurile totale:

W,,, =13 (geometria circuitelor, w,1;,15 ...14, Py 4q... P, ) (7.14)

Pentru o bobina de inductivitate L parcursa de curentul i, fluxul
magnetic total este @ =L -1 iar energia din caAmpul propriu este:

1. 1., @
W, =—Pi=—Li"=— 7.15
) 2 2L (7.15)
Pentru un sistem format din doua circuite cuplate magnetic, energia

magnetica cu (7.12) este:

1. - 1 .. 1 .. 1
W, ==Liif +=Lp11y + =Lyis1; +=Lyoi 7.16
m =5 Lt # 2 Ltz + 5 kool + Lol (7.16)
unde:
W, = %Llil2 -este energia din cdmpul propriu al bobinei 1
W = lL ;2 -este energia din campul propriu al bobinei 2
m, 2 272
W, =L,ii, -csteenergia magnetica de interactiune dintre
: bobinele L; si L,

Energia magneticd de interactiune dintre cele doua bobine se poate
scrie astfel:
W

m

12 =11Pp =1,@5; =1ji)L, (7.17)
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Daca avem un singur circuit plasat intr-un camp
magnetic exterior, astfel ca @, este fluxul

acestui camp prin suprafata circuitului, atunci
conform (7.17) energia de interactiune dintre
circuit §i cdmpul exterior este:

1nter=i'q) (718)

ext

Fig. 7.3

ext

Formele (7.11)...(7.16) ale functionalei de energie magnetica exprima energia
in functie de marimile ce caracterizeazad circuitele componente, desi ea este
localizata in cdmpul magnetic din jurul circuitelor. Pentru un solenoid (cu
camp magnetic uniform (vezi relatia (6.79)) energia magnetica este:

1 ., 1uN?A, 1 N?.i? 1 5
W, =—Li"=———1"=— Al)=—pH"v 7.19
m =5 =0 L (7)== (7.19)
si ea se repartizeaza uniform in cAmpul magnetic cu densitatea:
W = Wi =l,,LH2 (7.20)
v 2

sau generalizand si pentru medii anizotrope (si campuri neuniforme) se
obtine:

. dw, 1 ., B* BH BH
dv. 2 2u 2 2
Dimensional, densitatea de energie magneticd inseamna:
2
. 1 H( A Wb-A ]
-
2 m\m m m
In general, in medii neliniare, densitatea de energie magnetica inseamni:

W (7.21)

B
By By W = j HAB (7.22)
w’m w’ 0
B---{--- BI-------m- si are semnificatia
/ . ariei de pe caracte-

ristica neliniard din
figura 7.4.
Pentru medii

0 » » liniare: B= uﬁ si se
H H 0 H H obtine din fig 7.4-b:
a) Fig. 7.4 b)
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2-
||

S ey
El

H
E:I :—sz (7.23)
0

In functie de potentialul magnetic A, densitatea de energie este: Wm 1y J A.

Energia magnetica partiala, continutd in volumul vy, sau cea totala din

volumul v, vor avea expresiile:
Wiy J.—dv W = [dv (7.24)

Energia totala calculata cu (7.24) coincide cu cea calculatd cu
(7.11)...(7.16) care tot energiile totale exprima, fara insd a indica cum se
repartizeaza ea in spatiu. De asemenea, formele (7.11)...(7.16) sunt valabile
in regim stationar sau cvasistationar (joasa frecventd) iar (7.24) sunt valabile
in orice regim de functionare.

Observatie: Pentru un sistem de circuite cuplate energia magnetica dati de (7.12) se scrie
sub forma:

Zszﬂﬂk —*qu’kﬂk = zq’klk
—
kl]l kl]l (7.25)
Py = Zijij
j=
Functionalele W, (®,i, ) §i CI)k(ij,ik) au dependente liniare, deci:

0D ;
Ly =0k O[OV |_ 0 OWn | OB _y (7.26)

81j alJ le 61k alJ 61k

Relatia (7.26) exprima faptul ca in medii liniare inductivitatile mutuale dintre doua
circuite din sistem verifica teorema reciprocitatii pentru inductivitati (ij = ij), respectiv
matricea [L] pentru un sistem de circuite cuplate este simetricd in raport cu diagonala
principala.

7.3 Teorema energiei electromagnetice

Aceasta teorema este o consecintd a ecuatiilor lui Maxwell bazata pe
conceptia despre caAmpul electromagnetic considerat ca un sistem fizic
capabil sa schimbe, sd acumuleze si sa transmita energie.

Intr-un mediu liniar (g =ct,pu=ct) considerim o suprafatd inchisi

2. in interiorul careia se gasesc corpuri imobile (v =0, deci nu se cheltuie
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energie pentru deplasarea lor) in interactiune cu campul electromagnetic. In
domeniul 75 campul electromagnetic are inmagazinata energia:

DE BH
W = LZ (7+T] (7.27)

Bazat pe principiul de conservare a energiei, viteza de scadere a
acestei energii trebuie sa fie egald cu suma puterilor cedate de campul
interior altor sisteme fizice cu care este in contact. Dar campul interior este
in contact direct doar cu corpurile interioare, cdrora le transferd energie
pentru a acoperi pierderile de putere prin efect Joule (P;) si cu domeniul din

exteriorul suprafetei ., deci:

dw
" _P.+P 7.28
dt j > ( )
unde: P;= j E Jdv sunt pierderile de putere prin efect Joule iar Py este

vy
puterea cedatd prin suprafata X campului exterior. Tindnd seama de
identitatea:
div(ﬁxE)= V(ﬁxE)= V(ﬁx E)-‘r V(ﬁxﬁ)= E-rotH—H-rotE (7.29)
pierderile locale de putere prin efect Joule se scriu succesiv sub forma:

b Bl E(th_aD] _ giv{fixE)+ H-roE-E 2D - diV(HxE)—[HaB+EaD] _
ot ot ot ot
:diV<HxE)_8(DE+BHJ (7.50)
ot\ 2 2
Integrand expresia (7.30) pe volumul vy se obtine:

I pjdV:IdiV(ﬁxE V—iJ‘ DE BH W (7.31)

Pj -Py oW

ot

Comparat cu ecuatia de bilant al puterilor (7.28), integralele din
(7.31) au semnificatiile notate sub fiecare dintre ele.

Puterea transmisa (radiatd) de cdmpul electromagnetic interior prin
suprafata > spre exterior are expresia:

Py = j div(Ex kv = j (ExH)ds = j Sds (7.32)
Vs ) >
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unde: S=ExH reprezintd vectorul Poynting sau densitatea de putere ce se
transmite prin campul electromagnetic.Dimensional verifica semnificatia sa:
S
m
Expres1a (7.32) a puterii ce iese prin 2. se generalizeaza si pentru
puteri ce se transmit printr-o suprafatd deschisa Sy :

des Snds (7.33)

Sensul arbitrar ales pentru ds (respectlv n) este sensul de referinta
pentru puterea ce se transmite; dacd rezultd Py > 0inseamna ca energia se

transmite efectiv 1n sensul lui n.

7.3.1 Puterea electromagnetica transmisa printr-o unda plana
Consideram o unda plana, ca in figura 4.3 caracterizata (relatia 4.38)
prin marimile:

E=jE, ; H=kH, =E\/§Ey <—>%8E2 =%uH2 ow.=w, (7.34)

Se constata cd in cazul undei plane transmisia energiei prin camp are
doua proprietati speciale:
e Energia electromagnetica se repartizeaza egal intre componenta
electrica si cea magnetica a undei electromagnetice (W, =w ).

Densitatea de energle a undei electromagnetice este:

,_DE BH_1 ., | 5 5 .
w 5 —+ 5 28E +2pH eE” =uH 2We 2w, (7.35)
e Vectorul Poynting este
dirijat in directia de
propagare a undei

RN
vV -

H Fig. 7.5
Z

electromagnetice:S=ExH=iS, =i§.
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2
S—EH=_|%E? zizv-w’
ho e

Modulul densitatii de putere radiatd (transmisd) S este egal cu
produsul dintre densitatea de energie a undei (w') si viteza de faza a
undei (v).

Totul se petrece ca si cum unda ar ,,transporta” energia localizata in
campul sdu, pe masura ce ea inainteaza pe directia de propagare (Ox) cu
viteza sa de faza (v).

Aceastad proprietate nu este generald, energia se transmite prin camp
si in absenta undelor (campuri desprinse de circuitul radiant), de
exemplu in regimuri stationare (cvasistationare) prin fire (linii de
transmisie).

In general, pentru ca un cAmp si transmitd energie, el trebuie si fie

(7.36)

electromagnetic, adica E si H sa nu fie independenti, sa fie variabile in
timp, nu numai ca ele sd coexiste in aceeasi regiune a spatiului; (de
exemplu: E creat de sarcini electrice si H creat de un magnet
permanent, suprapuse nu inseamna camp electromagnetic ).

7.3.2 Puterea electromagnetica transmisa printr-un
conductor
Consideram un conductor rectiliniu, de forma cilindrica cu raza a,
lungime /, care are rezistivitateap si e parcurs de curentul de conductie i.

Liniile cﬁmpurilorﬁ si H create de acest fir (in interiorul si exteriorul
firului) arata ca in figura 7.6.
In interiorul conductorului, liniile cAmpului electric sunt paralele cu
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axa: Eint =pJ iar liniile lui Hi sunt cercuri concentrice cu firul. In
consecintd in interiorul firului, vectorul Poynting: S; = Ei xHj =—u:S;.

El este dirijat spre axa si asigura fluxul de energie necesara pentru a acoperi
pierderile Joule din fir.

In exterior (r>a), liniile lui He raman tot cercuri (figura 7.6) iar
liniile lui Ee ies din conductor inclinate in directia liniilor de curent J

(la suprafata firului se conserva componenta tangentiald a lui E:
E, =E, =(E, )t o - Componenta radiala E, corespunde potentialului V la care

a
se afla firul: V= —jErdr.
o0
Vectorul Poynting, in exterior, Seare 0 componentd longitudinala
Sy care asigura transmisia energiei in lungul conductorului si alta radiala
S; care asigurd fluxul de energie spre interiorul firului, pe directie radiala.

Vom arata ca fluxul acestei componente prin suprafata laterala a firului
(r=a) acoperad pierderile Joule din fir:

P = [Srds= [(ExHfs= [EHds=E, H,2mal=

Sat Stat Stat (7 37)
I o= Pl _ R, 2
2an ﬂ:aZ
u=Ri Campul magnetic pe suprafata

. 1 . A
firului este:H, =2—1ar campul

|
|
1
| i ta
9 . ~ . . .
I 6 electric In interiorul firului este:
: E,=E,=pJ. Pentru un tronson

de lungime / avem:
Fig. 7.7 Ei-l=u=R-i (7.38)
unde R este rezistenta tronsonului de conductor considerat (figura 7.7);
Deci: P, =ui=Ri’.
Puterea care se transmite in lungul conductorului prin suprafata S
din figura 7.6 are expresia:
P, = j§;5s = I(Er xﬁ)as = J §(Er xﬁXd_llx@): '[Erd_ll §ﬁ@ =u-i

Sy Si 1NN I I

(7.39)
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deoarece vectorii H si de &11 , respectiv E:si 812 sunt perpendiculari intre ei
(figura 7.6-b) si produsele acestora s-au anulat.
Puterea P, se transmite In lungul firului printr-o suprafata S, infinit extinsa

si perpendiculara pe axa firului.
In procesul de conductie printr-un fir, energia se transmite doar prin
campul din exteriorul conductorului, singurul care are componenta

longitudinald S;a vectorului Poynting: conductorul are doar rolul de a ghida
in spatiu aceasta transmisie(traseul) si pentru aceasta absoarbe din energia
campului exterior o putere P, necesard pentru a-si acoperi pierderile

interioare prin efect electrocaloric.
Starea(campul) electromagnetica se propaga odata cu cuplarea firului

1
Jen
ajunge, o parte din energia sa patrunde in conductor, pune in miscare
ordonatd sarcinile(electronii liberi se propagd prin conductor lent, cu o
viteza de ordinul mm/sec). Deci nu electronii liberi, care se misca ordonat
printr-un conductor parcurs de curent, transmit energia in lungul firului, ci
campul electromagnetic din jurul acestuia, de aceea energia se poate
propaga si fara fire conductoare, numai prin camp electromagnetic (unda);
energia se transmite fie Tn lungul firului, fie in lungul directiei de propagare
a undei.

In cazul unei linii bifilare (figura 7.8) cu fir de dus si Intors, (1 si 2)
indiferent
de sensul
curentului,
energia este
transmisa
de ambele
fire ale
liniei in
acelasi
sens,  spre
receptor.

(alimentarea sa), prin campul din jurul sdu, cu viteza v = si acolo unde

Observatie:
Daca puterea
transmisa printr-un fir este: P =V, -1 iar printr-o linie bifilara este: P =ui atunci, asa
cum se prezintd in teoria circuitelor, puterea ce intra pe la bornele unui multipol cu n poli
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. n . . < . . . .
este: p _ > Vi iar puterea ce intra pe la bornele unui multiport cu m porti este:
k=1

m
P= Zukik :
k=1

Din acest motiv studiul energetic al multor dispozitive electronice se poate reduce,
punand in evidentd doar legaturile dintre tensiuni(potentiale) si curentii ce intra prin
porti(poli), fara a fi intotdeauna nevoie a se cunoaste detaliat procesele din interior.

7.4 Teoremele fortelor generalizate (lagragiene) in camp electric

Configuratia geometrica a unui sistem de corpuri este caracterizata
printr-un numar de parametri de pozitie; daca un corp se poate misca dupa
cateva coordonate, al caror numar este numarul gradelor de libertate ale
corpului respectiv, atunci aceste coordonate poartd numele generic de
coordonate generalizate.

Forta care asigura deplasarea corpului dupa coordonata generalizata

x poartd numele de forta generalizata X. Daca x este o deplasare liniara
atunci X este componenta unei forfe in lungul acelei deplasari; daca x este
un unghi de rotatie, atunci X este un moment(cuplu) in raport cu axul de
rotatie; daca x este o arie, X este o tensiune superficiala; daca x este volum,
X este o presiune, etc.
q Consideram un
sistem de n  corpuri
conductoare (figura 7.9)
aflate In prezenta, incarcate
cu sarcinileq;,q5 ...q, -

Daca unul dintre
q, corpurile conductoare (de

@ exemplu corpul k),
Fig. 7.9

sau un bloc dielectric dintre corpuri, se poate deplasa dupa coordonata x sub
actiunea fortei electrice X exercitatd de camp, atunci la o deplasare a
corpului k cu dx, sarcinile tuturor corpurilor din sistem se modifica cu cate
dqy (ele sunt conectate la surse de potentiale V;...V,).

n
Energia primitd in acest interval de la surse: Zdeqk trebuie sd acopere

k=1
atit cresterea energiei campului electric (dW,) cat si lucrul mecanic

efectuat de camp pentru a schimba pozitia corpului k (dL = de), respectiv:
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n
> Vidqy =dW, + Xdx (7.40)
k=1
Ecuatia (7.40) de bilant energetic este o ecuatie diferentiald
multivariabila, care se poate integra doar in stari particulare. Sa presupunem
starile:
a) pe timpul deplasarii corpului k, toate corpurile sunt deconectate de
la surse, deci sarcinile lor raiman constante (qk =ct—>dqy = O) si din (7.40)

ramane:

(dw)

q=ct —

= —Xdx — X:—(awe] (7.41)
q=ct

Expresia (7.41) reprezintd prima teorema a fortelor generalizate n
camp electric. Semnul (-) aratd cd pentru deplasarea corpului se cheltuie
energie din energia acumulata in campul sistemului, deci duce la micsorarea
acestei energii.

b) pe timpul deplasarii corpului k, toate corpurile raiman conectate la
sursele de tensiune constantd (potentialele lor V; =ct—dV, =0). La
schimbarea configuratiei geometrice a sistemului, variaza capacitatile dintre
conductoare si deoarece V) =ct, se vor modifica sarcinile lor cu dqy :

1< 1< 1
WY =_§V — (dW =—2Vd —E dv
e 75 K9k ( e)Vk:ct 9 &k qk+2k=1qk =0k

k=1

n
(7.40)— (AW, )y, _., =Xdx = 1 > Vidqy = X= (awe j (7.42)
K 20 X )y, —ct

Expresia (7.42) reprezinta teorema a doua a fortelor generalizate n

n
camp electric. Aportul de energie de la surse: Zdeqk este dublu fatd de
k=1
cresterea energiei electrice a sistemului si se imparte egal Intre cresterea
energiei (dW, ) si lucrul mecanic dL=Xdx efectuat de fortele electrice.

Cele doua expresii (7.41) si (7.42) ale fortelor generalizate sunt
echivalente si dau acelasi rezultat: forta nu depinde de modul in care
decurge procesul energetic la punerea corpurilor in migcare. Descompunerea
in cele doua ipoteze (q=ct, V=ct) serveste numai la calculul fortei, in general
pe timpul miscarii unui corp din sistem se pot modifica si sarcinile si
potentialele.

Energia electrica a sistemului este o functionald care depinde de
sarcinile sistemului si de coeficientii de potential( care si ei depind de
geometria sistemului, respectiv de coordonatele generalizate, al caror numar



198 Bazele electrotehnicii

este egal cu numarul gradelor de libertate: x;,X,...x,, daca existd p grade
de libertate). Deci:

- OW, P ow

We:We(q1>q2---qn,Xl,Xz...Xp)—)dWe= equ+z eka
k19 7 ko1 OXk

Sau (7.43)

n p

We :We(Vlavz -~-Vn,X1,X2 Xp)—) dWe = Z&We de + zawe ka

1 0Vk =7 (010X
=0
(7.44)

Pentru a calcula forta generalizatd cu prima teorema (7.41) energia se scrie
sub forma (7.43), punandu-se in evidentd parametrii constanti q, =ctsi

Xy = —( OWe J iar pentru a calcula cu teorema a doua (7.42), energia se va
k
q

scrie sub forma (7.44) si-n acest caz forta care determind o miscare dupa

\\/
coordonata x va fi: X =(8 ej .
an v

Pentru un condensator la care una dintre armaturi (sau un strat
dielectric) este deplasabil, forta generalizata ce actioneaza asupra corpului
mobil este:

X__(awe] __o(d® __ii(lj_iﬁ_(?_luza_c
ox ), ox(2C 2 0x\C) 2020x 2 o&x

ox ), o0x\2 20X

deci rezultatul este acelasi, indiferent de teorema, forta depinde de variatia

(7.45)

capacitdtii C in functie de gradul de libertate x, [Z—Cj . Intotdeauna se
X

considera corpul mobil intr-o pozitie intermediara (x) si se calculeaza
capacitatea sistemului C(x) si apoi forta cu (7.45).

e Indiferent de teorema utilizata pentru calculul fortei generalizate X,
daca a rezultat X>0 Inseamna cd forta X duce la cresterea
coordonatei generalizate x iar daca X<0 ea va duce la micsorarea
coordonatei X.

e Fortele generalizate X sunt forte rezultante ce actioneaza asupra
corpurilor aflate in camp electric. Corpurile se presupun rigide
(nedeformabile) pe timpul deplasarii, forta X este concentrata in
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centrul de greutate al corpului. Se poate arata ca aceasta forta se
distribuie asupra substantei corpului pe tot volumul sdu ca o stare de
presiune sau numai pe suprafata lor ca o tensiune superficiala.
Numai daca se cunoaste distributia fortelor electrice (magnetice)
asupra unui corp se poate face un calcul de dimensionare a corpului
ca sa reziste solicitarii. Fortele generalizate X ne permit sa studiem
migcarea corpurilor si care sunt tendintele de miscare a unui corp
intr-un camp electric.

7.5 Teoremele fortelor generalizate in camp magnetic

Si in camp magnetic, la fel ca in camp electric, putem determina
forta rezultantd care o exercita campul magnetic asupra unui circuit dintr-un
ansamblu de n circuite sau asupra unei armaturi feromagnetice.

Energia magnetica a sistemului de circuite se poate exprima in
functie de fluxurile sau curentii din circuite si in functie de geometria
sistemului( gradele de libertate x;,X, ...x,,daca sistemul prezintd p grade de

libertate). Forta generalizatad se calculeaza separat pentru fiecare coordonata
generalizata din cele p.
Wm = Wm(ilﬁiZ ...in,Xl,X2 ...Xp) (746)
Wi = Wi (@), @, ... D, x),X, %, ) (7.47)
La miscarea circuitului j cudx; se modificd fluxurile cu cate d® .
Energia suplimentard absorbitda de la surse trebuie sd acopere variatia
energiei magnetice a sistemului (dWm) si lucrul mecanic necesar pentru a
misca circuitul: dL = Xdx :

n p
D i d®y =dW,, + > Xidx; (7.48)
k=1 j=1
Si ecuatia de bilant energetic (7.48) este o ecuatie diferentiald
multivariabild, pe care o integram in stari particulare:
a) pe timpul deplasarii circuitului j cu dx;, fluxurile prin suprafetele
circuitelor rdman constante: ®, =ct - d®;, =0si din ecuatia de
bilant (7.48) ramane:
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(AW )o ZX dx
p :Xj:_(aa\jmJ
oW, oW o i )y et
(7.47) > (AW ), —or = kzlaq)k dg% le j X k=c

(7.49)

Expresia (7.49) este prima teorema a fortelor generalizate In camp

magnetic. Daca @, =ct, nu pot exista fenomene de inductie

electromagnetica, deci nu exista schimb de energie intre circuite si camp si-

n acest caz lucrul mecanic pentru deplasarea corpului j se efectueaza pe

seama rezervei de energie existentd in campul magnetic, deci duce la
scaderea acestei energii (asa se explica (-) din 7.49).

. . Y .
Identificand (7.48) cu (7.49) rezulta: 1, = OWpy ,respectiv ®y =—
k 1
b) considerdm ca pe timpul deplasarii circuitului j nu se modifica
curentii din circuite (1, =ct):

oW

m

Uiy 1 & .
zq)klk —)(dW )lk Ct Zlkdq)k +Ezq)kd:5
213 213 k=1 )
=
(7.48) > (AW, ZldeDk ZX dx
D 1 &,
ZZXJdXJ :EZIdeDk 8W
= = k=l :>Xj :( 6’me
I oW, i )i
(7.46) > Z mdk Z mdx il =ct
o O og 0 0%,
(7.50)

Expresia (7.50) este teorema a doua a fortelor generalizate in camp
magnetic. Pentru a calcula forta magneticd generalizatd cu (7.49)
functionala de energie magnetica trebuie scrisd sub forma (7.47) ca functie
de parametrii constanti (@, ) si coordonatele generalizate iar pentru a putea
calcula cu (7.50) energia W, trebuie scrisa sub forma (7.46). In general, la

migcarea unui circuit pot varia simultan atat fluxurile cat si curentii, cele
doua ipostaze raman doar ipoteze de calcul.
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Wrn

Pentru o bobind, energia magnetica este de forma:

1 ., @ . L :
:ELl =——, lar forta ce se exercitd asupra bobinei sau asupra unui

miez magnetic, calculatd cu cele doua teoreme este de forma:

X =_(8ij =_3(¢i]=_<ﬁg(1j ®? AL _1,0L
(0]

=—a—=—1
0x 0x 2 ox\L) 21%20x 2 ox

(7.51)

Ox _G_XE T2 ox

(7.50): X, =[6W—mj _ 0 (lLizj—liza—L
1

deci

rezultatul nu depinde de teorema utilizata. Trebuie evaluata expresia

inductivitatii L a bobine atunci cand armdtura se afld intr-o pozitie

: . . OL . s
intermediara x, se calculeaza . si cu (7.51) putem afla forta ce se exercitd
X

asupra ei.

Forta generalizata in camp electric X, zgwe(q,\/,x) si cea din

. : 0 . . o
camp magnetic X, = ng (1,CD,x)p0t fi interpretate ca o viteza de

variatie a functionalei de energie electrica W, sau magnetica W, ;

fortele care provin din variatia (derivata) unor functionale de energie,
poartd numele, in mecanica, de forte lagragiene.
Echilibrul mecanic al sistemului de circuite se obtine acolo unde

fortaF,,, =0 (nu va exista deplasare) sau momentul M, =0 (nu va

ez
exista rotatie), deci in general cand X=0, conditie echivalentd cu

oW,

€ =0 respectiv M —(0. Aceasta inseamnd insa un punct de
X
extrem al functionalei de energie electricdi (W,) sau magnetica
(W)

In mecanica newtoniand punctele de echilibru corespund unor

minime ale functionalei de energie (corpurile obtin echilibru prin cddere,
oprire din miscare, etc); la fel si in alte sisteme(termice),toate sunt sisteme
disipatoare. In camp electric si magnetic sistemele gisesc echilibru in
punctele de maxim ale functionalei de energie W, sau W, ; ele sunt

sisteme acaparatoare daca sunt cuplate la surse.
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W, ) . sisteme decuplate
Xe:()(_)awe:()_) ( e)mln . p
0x (W,) hax SiSteme cuplate la surse

(7.52)

max Circuite cuplate la surse

Xm:0<—>aw—m:0—>(Wm)
Ox

Este de altfel evident ca un sistem electric astfel actioneaza asupra
corpurilor incat sa creascd capacitatea electrica C a sistemului:

2
decuplat : (W, )mi 0= ;l—c
Cl’l’laX -
| )
cuplat : (W, )max = ECu

Un sistem magnetic actioneaza In sensul cresterii inductivitatii L a

. . . 9 1.
sistemului, ceea ce inseamna L, ,, —> (Wm )maX = ELIZ .

Observatii: 1. Fortele ce se exercitd prin intermediul cAmpului magnetic, in
functie de marimile care interactioneazd, au urmdtoarele denumiri:

e forte electrodinamice: forte ce se exercitd intre doua circuite(sau bobine) parcurse

de curenti( forte de tip Ampére).

o forte electromagnetice: forte ce le exercitd un circuit parcurs de curent asupra unui
corp magnetic( armaturd); de exemplu forta de atractie a
unui miez in interiorul unei bobine

o forte magnetoelectrice( forte de tip Laplace): forta cu care un camp magnetic

exterior de inductie Bext actioneaza asupra unui circuit
parcurs de curent sau interactiunea dintre campul
magnetic inductor si curentul indus.

e forte magnetostatice: interactiunea dintre doi magneti permanenti.

o forte magnetice( de tip Lorentz): forta cu care un camp B actioneaza asupra
particulelor incércate cu sarcina cand se misca in
interiorul cAmpului magnetic.

2. Fortele pe care le exercita campul electric sau magnetic asupra corpurilor se
distribuie cu o densitate de volum asupra substantei corpului. Densitatile de volum
ale fortei electrice, respectiv magnetice au expresiile( T - densitatea de masa):

Fev = pVE - lEzgrads + lgrad(E2 ET]
? ? & (7.53)

fmv = (j X E)—%Hzgradp +%grad[H2 %r)

Termenii care apar in (7.53) se interpreteaza ca fiind diferite forme de actiune a
campului electromagnetic asupra corpurilor.
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. (pv E) - densitatea fortei exercitatd de cAmpul exterior E asupra corpurilor

incarcate cu sarcind p , .Forta rezultanta este 1_:= I pVEdVWI: :qE.
Veorp
O sarcind nu interactioneaza cu propriul camp electric.
. (J x B} - densitatea fortei exercitate de cAmpul exterior B asupra corpurilor
parcurse de curent J. Forta rezultanta este: F= j (j X E)dv = i§ (al X E) -forta
Veond r

de tip Laplace. Un curent J nu interactioneaza cu propriul sdu camp magnetic, in
mediu omogen.

1
. (_ % E? grad g] si (— E H 2 grad u) - densitatile fortelor datorate

scaderii lui €, aceste forte sunt indreptate dinspre regiunile cu € mare spre cele cu
e mic; la fel si componenta magneticd de la p mare, la p mic.

2 T

electrostrictiune si magnetostrictiune; aceste forte solicitd local materialul creand
tensiuni interne si deformatii mecanice interne, dar aduc o contributie nula la forta
rezultantd ce se exercitd asupra unui corp plasat in aer (vid).

dW,
X =
dx o

deplasare dx, fortele vor fi egale daci dW, =dW/,, . La aceleasi dimensiuni

1
oL grad| E 2 de T||si|—grad H? % T | |-densititile fortelor de
dt 2 d

dW

m

3. Fortele electrice si cele magnetice sunt Xe = si la aceeasi

geometrice, dispozitivul electric si cel magnetic trebuie sa aibd aceeasi densitate de
energie:

2
'e:w'm - B—:lsoE2 - E—;z3~108

2MO 2 B 80“0

Daca in cdmp magnetic se poate concentra pana la o inductie avand B~ 1T, in

w

camp electric va fi nevoie de un cdmp avand E =~ 3 - 108 V/m, camp la care toate

materialele sunt strapunse.

Deci campul magnetic este capabil sa concentreze in volum mic energii si forte
mari, motiv pentru care majoritatea dispozitivelor electromagnetice( masini
electrice, contactoare, electromagneti, etc) actioneaza prin intermediul campului
magnetic. Dispozitivele magnetice au volum mic dar greutate mare, din cauza
miezurilor magnetice utilizate. Interactiunea prin camp electric necesité suprafete
active mari ale corpurilor, chiar daca greutatile lor n-ar fi prea mari, dar ar trebui
alimentate cu tensiuni inalte.
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7.6 Aplicatii

1. Sa se determine forta ce se exercitd asupra unui bloc dielectric de
permitivitate € introdus intre armaturile unui condensator plan ca in
figura 7.10.

+ Armaturile
condensatorului au aria
A=h/ iar blocul dielectric
il presupunem introdus

|
/ / partial pe distanta x si
_ E / € studiem ce se intAmpla cu
(e,) F /// / el. In aceasta pozitie
0 y

capacitatea electricd a

s3]

/ ” condensatorului este:
< [ h(-x) hx
L C=|g, T ig| (754

= Fig. 7.10
a)Admitem condensatorul 1incarcat cu +q,s1 decuplat de la sursa:

2
(W, :g—é). Cum coordonata x este o deplasare liniara, forta generalizata

X este o fortd F pe directia coordonatei x:

2 2 _
Xeze—(aWe] __0[90|_%oh E% 50 (759)
ox ), ox(2€) 2d h(/-x) hx
807 -

+€
d d

Cum F>0, ea va duce la cresterea lui x, deci atragerea blocului dielectric

intre armaturi; aceasta duce la cresterea capacitatii C iar energia
2

__ 9 .

min 2C ?

2
W, =do v scadea. Echilibrul se obtine pentru un (W,)
2C max

blocul intra complet Intre armaturi iar daca lungimea sa este mai mica decat
[, el se va opri in zona centrald a condensatorului.
b) Admitem condensatorul cuplat la o sursd de tensiune U; energia

. . 1 : <
sistemului este W, = ECUZ iar forta o calculam astfel:

Xe=F=(aWe) =i(1CU2j=1U26—C:1U2£(s—80)>0 (7.56)
ox )y 0x\2 2 ox 2 d

Expresia (7.56) este aceeasi cu expresia (7.55).
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Cum intotdeauna ¢ > ¢ forta este (+), deci duce le cresterea coordonatei x si

va atrage Dblocul intre armaturi. Cresterea lui C duce la

(W, )mX :%CmaXUZ si in acest caz( sistem cuplat la sursd) echilibrul se

realizeaza Intr-un maxim al functionalei de energie. In ambele situatii,

sistemul duce la C,, .

2. Sa se determine forta pe care o exercitd o bobina cilindrica cu N spire
asupra unui miez magnetic cu permeabilitatea | (figura 7.11).

N

DO ] Admitem ca blocul cu
B H, permeabilitatea peste

BH ; : :
(w) 1ntr9dus parpal pe dlsl:ant,:a
Y < x s§i studiem ce fortd va
exercita campul magnetic
asupra sa. Privind bobina ca

QR /77777707777 77777 o bobind cu miez, scriem
i < inductivitatea sa sub forma:
< I > H

Fig. 7.11
2 2 2
Np A
LN N N, (7.57)
R, I-x X } . 1
I P
LA HA I,

Aici nu putem considera cd avem doud bobine in serie (cum in problema
precedentd erau doud condensatoare in paralel), fiindca bobina cu aer de
lungime (/-x) este cuplatd magnetic cu cea aviand lungimea x, deci
L#L,+L,.
Calculam forta generalizata asupra miezului cu ambele teoreme ale fortelor
generalizate:

_e _F__(awmj __o(@*)_@’aL 1,0l
X Jg ox| 2L 2L25X 2 Ox

2,2
Wm:lLi2_>Xm: :(aw_mj 1 28L Lz— I_L
2 x ) 2 x aNmAl

Dacd u >, (i, >1) atunci F>0 si duce la cresterea lui x, respectiv cresterea

(7.58)

lui L iar W, tinde spre un maxim.
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Daca p< po(ur <1, material diamagnetic) atunci F<O0, duce la

scaderea lui x, blocul este respins afara de catre bobina si aceasta duce la
cresterea lui L 51 W, tot spre maxim tinde (maximul se atinge la x=0).

3. Forta portanta a unui electromagnet

APR N

Un electromagnet format dintr-un
miez magnetic de permeabilitate
( \ p si geometria din fig. 7.12 are o

N bobind cu N spire parcurse de
curentul 1.

D, Coordonata generalizata este
N distanta x dintre armatura si polii
F electromagnetului. Sa se
determine forta de atractie (forta

— N ~— portantd) asupra armaturii.
B,H, J Iy $x Conform cu relatia (7.51) forta ce
N actioneaza asupra armdturii este:

, Xm=F=l¥§£.

Fig. 7.12 2 0Ox
Bobina fiind asezatd pe un miez magnetic, inductivitatea bobinei o vom

evalua in functie de reluctanta miezului:

N? N N?  N%uA
L-— = = = (7.59)
Rm Rmf +Rm0 lif_i_ 2x l—f—l—Zx
HA - HoA W,

unde /;este lungimea liniei mijlocii de flux prin miez(fier) si /,=2x este
lungimea sa prin aer.

2 2
r_, N*%Ajzz fL <0 (7.60)
(4 j N7u,A
—+2x
Ky
Forta de atractie dintre armaturi este:
-2 2:2 2
pol b % (7.61)

2 0x Nzuo A HA
Forta fiind (-), ea duce la scaderea coordonatei x, respectiv atragerea

armaturii; forta fiind proportionala cu i ramane fortd de atractie indiferent
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de sensul curentului prin bobina.

Dacd bobina este alimentatd cu [ ’\\ /N [\F

un curent sinusoidal i=1_,sinot  ---|- +- —{ -[mfx-’ - % ol Aiaiainh
forta va fi de forma: Fmedl /J J I\ Ny

F=F, .« sin®ot, fiind o forta i u .

variabila in timp cu o valoare medie ca in figura 7.13. Fig. 7.13

Forta este variabild ca un sin” ot , va produce o vibratie a armaturii
pe frecventa (2®). Pentru a elimina aceste vibratii existd mai multe metode
tehnice (electromagnet trifazat, ecranarea polului cu o spird in scurtcircuit,

10wy

prin zero, cum era in figura 7.13.
Forta specifica, raportata la unitatea de arie a polului, este:

F 1 (o) B 1 ., .

S=_|= ( j = 0 =—M0H0=Wm
2A 2p, \NA 2u, 2

cu atat mai mare cu cat densitatea de energie magnetica a campului dintre

poli si armaturd este mai mare. Inductia magnetica pentru miezuri din tole

are valori Be (1,...1,5)T iar pentru miezuri din ferite Be (0,4...0,6) T,

admitem B=1T si in acest caz forta specifica care se poate crea sub polul
unui electromagnet este:

2
f =B—=;7z4-105 Iy , =4atm.
2“0 810~ m
Forta de atractie (7.61) nu este constantd pe timpul miscarii, ea
depinde de x ca in figura 7.14. Armatura este retinutd la departarea maxima

X de un resort elastic iar cand este atrasd, departarea minima este x,, = 0.

(7.62)

EA Pentru x=xy,forta are valoarea
F,numita forta de actionare, care
trebuie sa fie suficienta pentru a pune
in migcare armatura (cu contactele
mobile ale releului sau contactorului
care sunt atagate de ea) iar la sfarsit
forta este F, numitd forta de retinere

(figura 7.14), capabild sa mentina
% armdtura lipitd de poli.
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4. Intr-un mediu omogen cu permitivitate & se suprapun doud cAmpuri
electrice E1si E2sub un unghi a. Sa se determine densitatea de energie

1

W, a campului electric rezultant.

7 E Campurile se compun
vectorial (figura 7.15):
E=Ei+E»>

E? =E{ +E3 +2E,E, cosal

Fig. 7.15 E Densitatea de energie electrica a
lui E este:

|

W, ——¢E? :%SEIZ +18E% +€EE, cosa (7.63)

2 . . g . =
-~ este densitatea de energie daca ar exista doar E
. 1
Wel = _8E12 —
2 - densitatea de energie daca ar exista doar E»
. 1
W62 - _SE% . .. . . .
2 - densitatea energiei de interactiune dintre cele
Winter. = €E|E,cosa  doud cAmpuri E1siE2

Densitatea W, este maximd dacd o =0sau =n(campuri paralele sau

antiparalele) si este nuld cind campurile sunt ortogonale (E J_Ez) s
TC o o 1 1 ' . A .
OLZE. Se observa ca w,#Ww, +Ww,, , deci la compunerea campurilor

energiile nu sunt aditionale.

5. Sa se determine parametrii L si C pentru o linie bifilara formata din doud
= fire paralele de raza ,a”
5 flate la di D. C
_ 1 /r \ 5 aflate la distanta D. Ce
E, p E, B /\ fortd se exercitd intre ele?
¢ a a—> 51 & Ye——*, a) Firul 1 este fir de dus iar
_/ firul 2 este fir de intors; in
/ L D / model electrostatic ele se
. ' considerd incarcate cu
Fig. 7.16 +p;, respectiv —p; .

Intr-un punct P(x) din figura 7.16 cAmpul electric are expresia:

B(x)=E,+E,=PL[ L1 1 (7.64)
2ne\x D-x
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Tensiunea intre cele doua fire, calculatd de-a lungul axei x, este:
2 D-a
—— 1 1 D-
=JEdl= J q (—+ jdx=q—ln a
1 * 2mel\x D-x mel a

Cum D>>a, capacitatea intre cele doua fire este:
_q _ mel
C= U D (7.65)
In—
a

Energia electrica acumulata in campul electric dintre fire este

1 . e :
W, =—CU?; coordonata generalizatd o consideram distanta D, deci forta

electrica ce se exercitd intre fire este:
_ W, _U*oCc_ U*  qel
B D
oD 20D 2 D-n2 >
a
Fiind fortd negativa, ea ar duce la micsorarea lui D deci, atractie

intre fire.
B, X B, --- b) Firul de dus 1 si cel de

7

/ \
, )
| i

<0

2 >\ intors 2 parcurse de
. P m‘ s curentul 1 creeaza in jurul
1 _‘SyT B, n —/2 X lgr cémpurile magnetice
Ne By p Bi st Bz. Campul
N rezultant in punctul P(x)
Fig. 7.17 are expresia:
1 1
B(x)=B, +B, = [ L, (7.66)
2nix D-x

Fluxul exterior (prin suprafata cuprinsa intre punctele m si n din
figura 7.17 este'

- ®
D, = I dx = “ll n272 par, = Do Wy D g6
a 1 T a

a
Forta magnetica ce se exercita intre fire este:

.2
peWm _Lp b _1pit
ob 2 oD 2aD
Forta magnetica fiind (+) va duce la cresterea coordonatei D, deci firele se

resping.
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Observatie: Daca C, si L sunt parametrii specifici ai liniei (pentru /=1m), se
observa ca /L C, = ./eu » deci viteza de propagare a unei unde electiromagnetice
pe o linie bifilard este aceeasi ca la propagarea unei unde printr-un mediu cu
(e,), cum este cel din jurul liniei bifilare:

ol -1 (7.68)

\/a LCs




