9. Circuite electrice in regim tranzitoriu

Un circuit electric care inainte de momentul t=0 era in regim
permanent (sau In repaus) va intra in regim tranzitoriu ca urmare a unei
comutatii ce apare In momentul initial (t=0). Comutatie intr-un circuit
electric inseamna:

- inchiderea sau deschiderea unui contact (sau aducerea in stare de
conductie a unui dispozitiv electronic — care echivaleaza cu inchiderea unui
contact sau stingerea unui dispozitiv, care echivaleaza cu deschiderea unui
contact).

- aplicarea unui semnal (cuplarea la o sursd) sau incetarea unui
semnal (decuplarea de la o sursd a circuitului).

- variatia brusca (in trepte) a unui parametru de circuit.

A

i

Reglarea unor dispozitive (potentiometru, bobind variabild,
condensator variabil) chiar daca se face relativ rapid nu declanseaza un
regim tranzitoriu, circuitul trece printr-o succesiune de regimuri permanente.

Comutatiile intr-un circuit pot fi: naturale (reale) cand fenomenele
care insotesc regimul respectd toate legile si teoremele acelor fenomene, si
fortate (ideale) cand nu toate teoremele se verifica sub forma lor clasica.
Comutatiile fortate practic au apdrut in studiu odata cu electronica de putere.

Un circuit functiona Intr-un regim permanent (1) pana la momentul
t=0 cand a aparut o comutatie, dupd care urmeazd un regim tranzitoriu de
duratd At in care circuitul se adapteaza la situatia de dupa comutatie si in
final urmeaza regimul permanent (2) ca in figura 9.1
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Regimul tranzitoriu a unui semnal este cuprins intre doua regimuri
permanente. Durata sa At teoretic este infinitd, iar practic ea este de ordinul
(pnsec ~msec). Cele mai mari varfuri de tensiune sau de curent pot aparea

in timpul regimului tranzitoriu, deci circuitele trebuie protejate pe baza
studiului acestor regimuri.

Solutiile de regim tranzitoriu u(t) si i(t) se obtin prin integrarea
ecuatiilor diferentiale ale circuitelor in conditii initiale date; pentru circuite
liniare acestea sunt ecuatii diferentiale cu coeficienti constanti. Solutia lor se
poate scrie sub forma :

i(t)=ig +if; u(t)=uy +ug 9.1)

unde (ip,up) reprezintd componenta liberd si matematic ele sunt solutia

generald a ecuatiei diferentiale omogene; 1n expresia lor intervin constantele
de integrare al cdror numar este egal cu ordinul ecuatiei diferentiale a
circuitului, respectiv cu numarul de elemente reactive din circuit (L si C).
Circuitele de ordinul I au un L sau un C, cele de ordinul II au doua elemente
reactive. Circuitele care contin numai rezistente nu au regim tranzitoriu, ele
sunt descrise de ecuatii algebrice si orice comutatie ar suferi, ele intrd direct
in noul regim permanent. De altfel numai elementele care inmagazineaza
energie (L si C) au nevoie de un interval de timp pentru a se adapta.

Componentele (if,uf) se numesc componenta fortata $i matematic

ele reprezintd solutia particulard a ecuatiei (sau a sistemului de ecuatii)
diferentiale neomogene (in membrul drept ecuatiile contin t.e.m ale surselor
din circuit).

Din alt punct de vedere, solutia de regim tranzitoriu se poate scrie
astfel:

i(t) =1¢ +ip; u(t)=u¢ + up (9.2)

in care (it,ut) reprezintd componenta tranzitorie a solutiei ( partea din

solutie ce tinde la 0 cand t—>o0), iar (ip,up) reprezintd componenta

permanenta a solutiei, cea care ramane in circuit la sfarsitul regimului
tranzitoriu, in regimul permanent 2, respectiv nu se anuleaza pentru t — .

Componentele (ip,up) existd numai daca sursele din circuit au

componentd permanenta (continud, sinusoidald, periodica nesinusoidala).
In foarte multe situatii exista corespondentele:

1y =1¢; if=ip; Uy =ug; uf =up.
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Cum componentele (ig,uy) contin constante de integrare,
determinarea acestora se face punand conditia initiala in solutia generala:
i(ty=1ip+if; u(t)=up+us.

9.1 Teoremele conditiilor initiale pentru comutatii naturale

L 16)) u =L—= (9.3)

Daca intensitatea curentului prin bobinad ar

vﬂL prezenta puncte de discontinuitate, atunci in
i . di .

Fig.9.2 punctele respective d—i“—)oo si up > oo. Cum

tensiuni infinite nu exista, nici curentul prin bobind nu poate prezenta

salturi; deci i(t) este o functie continud 1n orice moment, inclusiv in jurul
momentului comutatiei (t=0):

ig- =i4 =g (9.4)

Dar fluxul magnetic al bobinei este ® =Lij , deci nici fluxul nu

poate fi discontinuu:
D)_ =D, =D, 9.5)

Cele doua relatii (9.4) si (9.5) ne permit sa stabilim conditia initiala a
unei bobine daca stim starea bobinei chiar inainte de comutatie: 15_; P _.

Cele doua relatii care reprezintd teorema conditiei initiale pentru o
bobina aflatd in comutatie au si o justificare energetica. Energia magnetica a
unei bobine se scrie sub forma:

2
| )
Wi =~ Lif =—— (9.6)

2 2L
Daca i(t) sau @ (t) ar prezenta discontinuitati atunci si energia Wy,
ar avea discontinuitdti, ceea ce contrazice legile fenomenelor naturale: nici o
energie nu apare sau dispare brusc si nici nu variaza prin salturi, energiile se
aduna 1n timp si dispar in timp.
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: C :
ic gq _:l Curentul prin condensator are

;I £ expresia:

. duc
=C—~= 9.7

Fig. 9.3 Daca tensiunea la bornele unui condensator
uc(t) ar prezenta discontinuitati aceasta ar

. . A duC .. .. ..
1mpllca in acele momente: d——)OO S1 1c —o0. Dar curen‘gl 1nﬁn1‘g1 nu
t

existd, respectiv uc(t) este functie continud pentru orice t, inclusiv pentru
t=0:

uC,_ =uC,, =UC, (9.8)

dar: q=Cuc > qo-=qo+ =do (©.9)

Relatiile (9.8) si (9.9) reprezintd teorema conditiei initiale pentru un
condensator. Energia inmagazinata in campul electric dintre armaturile sale
este:

2
1
W, =—Cuz =L (9.10)
2 2C

Daca uc(t) si q(t) ar putea fi discontinue, atunci si W, ar putea varia
printr-un salt ceea ce contrazice legile naturii; deci (9.8) si (9.9) au si o
justificare energetica.

Curentul printr-o bobind se scrie sub forma:

t
i ()= % j up ()dt+C; sau ip ()= % j up (dt +ip, (9.11)
0

iar tensiunea la bornele unui condensator se scrie sub forma:

t
uc(t) = é j ic()dt+A; sau uc(t)= % j ic(dt+uc, (9.12)
0
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Cele doua functii ir(t) si uc(t) sunt univoc determinate daca se
cunosc conditiile lor initiale: iLo si uc, - Pentru a cunoaste evolutia unei

bobine sau a unui condensator dupa comutatia din momentul (t=0), trebuie
sd cunosc “istoria” celor doua elemente, starea lor dinainte de comutatie,
fiindca relatiile (9.4) si (9.8) spun ca: iLo = iLO uc, =uc, -

Trebuiesc cunoscute atdtea conditii initiale cate bobine si
condensatoare exista in circuit, dar si numarul constantelor de integrare din
solutie este egal tot cu ordinul circuitului (ordinul ecuatiei sale diferentiale)
deci problema este determinata; pe baza celor doua teoreme ale conditiilor
initiale se pot determina constantele de integrare din solutia de regim
tranzitoriu.

Observatie: Marimile ip (t) si uc(t) care, conform teoremei conditiilor
initiale, sunt marimi cu variatie continud in jurul oricarui moment t, inclusiv in jurul
momentului comutatiei (t=0); astfel de marimi cu variatie controlatd nu prezinta salturi, ele
se mai numesc variabilele de stare ale unui circuit electric.

9.2 Circuite simple sub excitatii particulare
9.2.1 Cuplarea si decuplarea unui circuit RL serie la o sursa

continua
Observatie: Toate ecuatiile diferentiale ale unui circuit pentru studiul regimului

R L tranzitoriu se scriu in starea de

k i dupd a circuitului, deci dupa

n comutatie. In urma comutatiei o

E parte de circuit e posibil sd iasa

din functiune, deci pentru
portiunea respectivd nu se mai

Fig. 9.3 scriu ecuatii.

Pentru circuitul din figura 9.3 comutatia inseamna inchiderea
contactului k la momentul t=0. Ecuatia de tensiuni este:

LY Ri-E (9.13)
dt

circuitul este de ordinul intai (o singurd bobind) deci si ecuatia (9.13) este de
ordinul I.
Solutia ecuatiei diferentiale omogene este solutia libera:

R
di . o 1t
L—+Ri=0 — ij=if=Ae L

” (9.14)
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Solutia permanenta (fortatd) se poate scrie de pe circuit; dupa ce a
trecut regimul tranzitoriu prin circuitul din figura 9.3 se stabilizeaza curentul:

1, =1if = £

Pt TR
Deci:

_R,
i=ip+ig=ip+Ae L (=0imi) >ig =ip, +A > A=ig—ip
Solutia de regim tranzitoriu pentru circuitul RL este de forma:
R,
i:ip+(i0—ip0)e L (9.15%)

- . L . o
Mirimea T = E[sec] este constanta de timp a circuitului.

Dimensional pentru t rezulta:

u:Ri,u:Lﬂ - L =sec. . !
dt R ly
it)
Solutia
t —T,

1:1p+(10—1p0)e T (9.15) t

este reprezentatd grafic n figura o >

9.4. Fig.94

Cuplarea circuitului RL

Inainte de inchiderea lui k nu exista curent in circuit (ip=0) iar in

Ai T final va circula curentul
E . .

= R deci (9.15) devine:

E
R Ip

t

E s
i=—|1-e T | (9.16
R ( )

0 - Fig. 9.5

unui circuit are mai multe interpretari:

Constanta de timp t a



9. Circuite electrice Tn regim tranzitoriu 229

e cste timpul dupa care curentul ar atinge valoarea de regim

. E 5 . . s <
permanent 1 =E dacd ar varia cu viteza initiald (dupa

p

tangenta la grafic in origine ca in figura 9.5)

e cste subtangenta la curba
in orice punct M al
variatiei i(t).

. pentru o marime cu
t
variatia i(t)y=Ie T,

constanta de timp T
reprezintd timpul dupa care
marimea 1 se reduce de e ori
ca In figura 9.6. Dupd 21 se
reduce de ¢’ ori, iar dupa

. I L. . o
51 ajunge la valoarea —‘g =0,67%I, . Deducem ca orice regim tranzitoriu
e

dureaza maxim (4-5) constante de timp.
Bobinele cu multe spire si agezate pe miez magnetic au L mare si

L : . o
T :E va fi mare, pentru ele durata regimului tranzitoriu va fi mare

(~ msec), ele se adapteaza mai greu.
Decuplarea circuitului RL. Admitem ca la momentul t=0 se deschide
contactul, si curentul care existd in circuit In acel moment va fi conditia
initiald pentru regimul tranzitoriu

. . E .
care incepe: t=0—>1, = R 1ar
in  final  pentru t— oo,
1p:0—>1pO =0 (1p0 este o

marime de calcul, ea reprezintd
valoarea lui ip luata in t=0; insa

nu existd decat dupa

0 Fig. 9.7
terminarea regimului tranzitoriu, valoarea sa la t=0 nu are nici o semnificatie
fizica). Deci solutia de regim tranzitoriu (9.15) la decuplare este de forma:

t

E
i=—e T 9.17
R ( )
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ea este reprezentatd in figura 9.7 (14 - curentul la decuplare). Cum contactul

k s-a deschis, acest curent (9.17) nu se poate inchide decat daca intre
contactele fix si mobil ale Intreruptorului k apare o scinteie (la bobine mai
mari chiar arc electric care se mentine pand bobina s-a descarcat, toatd

k \ k \ energia sa magnetica s-a
] o transformat in caldura pe R si

pe scanteia electrica dintre

_D_I contacte. Dacd k nu este un
Fig. 9.8 intremp‘;or me(?anic (ci .unuvl

electronic, static) trebuie sa

se prevada in paralel cu k un circuit de stingere
(figura 9.8) prin care s se descarce bobina. Sau
in paralel cu circuitul RL se prevede o dioda de
fuga prin care se va inchide curentul de

descarcare a bobinei id(t) atunci cand se

L decupleazi de la sursi (se deschide k) ca in
figura 9.9.
Tensiunea la bornele bobinei va avea
urmatoarea dinamica:

t
cuplare: up, =L%=E e T
t (9.18)
t
di _
decuplare:uy, = LS4 - pe t
dt
si ele sunt reprezentate in figura 9-10 a,b.
A
E .
E R[N
R 0 t
b) — — = ===
a) e
’
¢ UL
’
’
-E A

Fig. 9.10

Varful de tensiune (-E) din figura 9.10 — b favorizeaza aprinderea
unei scantei Intre contacte la deschiderea lui k.
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9.2.2 Cuplarea si decuplarea unui circuit RL serie la o
sursa sinusoidala

k i R L Circuitul RL se va
cupla la o sursa sinusoidala
e avand t.e.m. e de forma:
e=2Esin(ot+7,) (9.19)
Fig. 9.11

Daca in regim permanent y, era o mdrime arbitrara (distanta de la

originea de timp, arbitrar aleasa, pana la cea mai apropiata trecere prin zero
in sens crescator a lui ), in studiul regimului tranzitoriu originea de timp nu
A mai e aleasd arbitrar ci este chiar momentul

€0 e comutatiei (t=0). Faza initiala y, pune in
/\ evidenta 1n ce pozitie a fost surprinsd sursa
in momentul comutatiei, cdnd t.e.m. avea

I(_ o valoarea e (figura 9.12).
Solutia de regim tranzitoriu este de

Ye forma (9.15) cand la cuplarea circuitului
Fig. 9.12 vom avea:

t:O—>i0 =0;

Ip =\/Ezsm(0)t+ye—(p)——>1po =\/EESIH(Ye—(P)

t=0

Z =+R?% + 0?2 .

el ;IpzE (9.20)
gp="

Inlocuind in (9.15) se obtine expresia curentului tranzitoriu la
cuplare:

t

i=\/§§ sin(wt+ye—(p)—sin(ye—(p)e T (9.21)
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Componentele:
I ip =\/§Ip sin((nt+ye—(p)

ot ot
! ig:ﬁlpsin(ye—(p)e T
| sunt reprezentate in figura
I 9.13, iar solutia tranzitorie
I este superpozitia lor:
reg. tranzit. ;I 1=1,+1y. Cea mai mare
[ valoare pe care o poate atinge
curentul este:

Imax < 2(\/5 ;j in functie de momentul ales pentru cuplarea la sursa (ye).

Dacd dorim sa alegem un moment optim al cuplarii, astfel incat sa nu existe
eh regim tranzitoriu, circuitul din repaos sa

treacd direct Tn regimul permanent ip ,
|

trebuie ca in solutia (9.21) s impunem ca

0 T_* ip=0 < sin(ye—9)=0
kL t o oL
Yegpt — = arctg?
(9.22)
02

ke bl Pentru o frecventd de doar f=50Hz,
Fig. 9.14

perioada lui e este T = % =0.02sec (figura

9.14) si manual ar fi imposibil de inchis circuitul pe o fazd y, datd de

(9.22). Aceasta devine posibil doar electronic, in momentul dorit (yeopt ) se

da impulsul de cuplare a circuitului la sursa.

9.2.3 incércarea si descarcarea unui condensator

Cand comutatorul k din figura
9.15 se inchide pe pozitia 1, circuitul
RC este cuplat la sursd si incepe
incdrcarea condensatorului (i; — este

curentul de incarcare), iar cand k
trece pe pozitia 2, incepe descarcarea
(1q —este curentul de descarcare).
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Ecuatia de tensiuni a circuitului este de forma:

N s
R1+Ej1dt =E (9.23)
sau cu o schimbare de variabila: i = dq - Rﬂ-‘rg =E (9.237)
dt dt C
=C
sau ! ZC N Rele u cE (9237
i: % dt ¢ '
t

Solutia ecuatiei diferentiale (9.23°") este q=qy + dp » in care qg este
solutia generala a ecuatiei omogene:
1, _t
qy=Ae RC —q=q,+A RC (9.24)

Dacd 1n momentul cupldrii comutatorului pe pozitia (1)
condensatorul era incarcat cu qg (de la o functionare anterioard), atunci:

d=40 _t
t=0— qp =qp, A=q0—qp—>q=qp+(qo—qpo)e T (9.25)
t=0

In care 1= RC[sec] este constanta de timp a circuitului RC serie.

Incircarea condensatorului

Daca qp=CU; era
incdrcarea initiala a
condensatorului iar dp = CE
este Incarcarea finald (dupa
— — = = = === — regimul tranzitoriu), atunci
dp, =dp|t=0 = CE-

Solutia (9.25) devine,
t t t caz, de f
pentru acest caz, de om:a

q=CE+C(Uy-E)e T
(9.26”)
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iar curentul de incarcare este:

t
i—da_E-Uo ¢ (9.27°)
dt R

reprezentate grafic in figura 9.16.
Daci nu existd incarcare initiala (qq = CU, =0) atunci:

t

q=CE|1-¢ T (9.26)
_t

izge T (9.27)

AN . . ... B
Curentul de incarcare este un impuls cu valoarea initiala R care,

dacd R este mic (cum este cazul la cuplarea cablurilor de comunicatii care
sunt circuite RC cu R<<), poate deveni periculos pentru circuit.

In acest caz, in serie cu circuitul RC se introduce o rezistentd de
C valoare mare R, (rezistenta de
pornire) care va limita varful
impulsului de curent la

(figura 9.17) iar

R+Rp

dupa regimul de cuplare se
inchide si contactul k; pentru
a scoate rezistenta R, din
circuit. Se poate arita ca
introducerea rezistentei R, nu
afecteaza cu nimic
randamentul schemei.

Intr-adevar, energia
Fig. 9.17 tral}sformaté in qﬁl@uré pe
rezistenta Inseriata cu

condensatorul are expresia:
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2t 2t oo

WJ :jRizdt=IRE—e T dt=E—[_—Tje T :Ci (9.28)
R2 R\ 2 0 2

Deci energia pierduta prin efect Joule nu depinde de valoarea
rezistentei din circuitul de incdrcare si este egald cu energia utild
inmagazinatd in condensator (randament 50%); rezistenta R, a avut doar un
rol benefic.

Descarcarea condensatorului

La trecerea comutatorului k pe pozitia (2) in figura 9.15 incepe
procesul de descarcare a condensatorului, toatd energia acumulata in campul
electric se va transforma in caldura pe rezistenta R.

_t
q=CEe 1
t
t=0—>qy,=CE —
=>quc=Ee 7 (9.29)
t—>0->qy,=0<qn. =0 ¢ :
p Po Tt
ig = dq _—E e T
dt R
q
t Marimile (9.29)
=) reprezentate grafic arata
” dinamica  descdrcdrii  unui
7 condensator ca in figura 9.18.
7 1y
/7
4 .
Fig. 9.18

9.2.4 Cuplarea circuitului RC la o sursa sinusoidala
R

q Sursa are t.e.m.de forma:
€ c T)uc e:\/EEsin((ot+ye) (9.30)

Fig. 9.19 unde 7y, este faza initiald a lui e fatd de
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momentul comutatiei (t=0).
Curentul absorbit in regim permanent este:

ip:ﬁ%sin(mt+ye+(p) unde Z=\/R2+Xg si @=arctg RC
®

impedanta si defazajul introduse de circuit. Sarcina de pe armdturi in regim
permanent este de forma:

sunt

. E . I
dp =I1pdt=\/aﬁsm(mt+ye+(p—EJ (9.31)

E . T
p, =(9p) g =2 &(V “'"5) 32

Daca in momentul cupalrii qo=0, atunci expresia tranzitorie (9.25)
devine:

t
q=\/§£sin (ot+ye+(p—E —\/Eisin yeJr(p—E e T (9.33)
oz 2 oZ 2

qp qy

Dacd dorim, si-n acest caz, sd gasim un moment optim al cuplarii

(yeopt ) , astfel ca circuitul sa treaca direct in regim permanent, trebuie ca

solutia libera sa fie nula:

T ¢ (9.34)

qy =V <>sm Ye"'(P—E = %Yeopt—g

Curentul la cuplare are expresia de forma:

E

i=£=ﬁ§sin(mt+ye+(p)+x/§

dt

. T -
sin +0o—— e T (9.35
ORCZ (Ye () 2) ( )

9.2.5 Regimul tranzitoriu al circuitului RLC serie

. R L
L Ecuatiile circuitului
+ kla - q I scrise in variabilele (i, q,
E C = JUc uc) sunt de forma:

Fig, 9.20
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Ri+L$+ljidt=E
d C

2
=49 49, pda g g (9.36)

dt dt? dt C
2
1= du—C—>LCduC+RCduC+uC:E
dt dt? dt

Ecuatia caracteristicd pentru ecuatia omogend in variabila uc are
radacinile:

LCr* +RCr+1=0->1y 5 =

~RCVR’C?-4LC _-—R (3)2_ 1

S — (9.37)
2LC oL \l2L) e

R o
Notam: 6 = o factorul de amortizare a circuitului

®, = ——= - pulsatia proprie de rezonanta a circuitului
° JLC

Deci: 15 =-8%/5% —0j =80 (9.37)

R 1 L . "
a) dacd d>w, >—>—=—>R> 2\/2 =R, (rezistenta critica a

2L JLC

circuitului) atunci, avand doud radacini reale (r;,r2) solutia libera este de
forma:

Ucy, = A+ Ay = Ale(_ﬁ"LQ)t + Aze(_és_Q)t =

Ae¥sh(Qt+a)  (9.38)
solutia, in acest caz, este aperiodica de forma (9.38)

b)dacd 6=wy > R=R, = 2\/% — 1, =1, =-0. Solutia libera in acest caz
este de forma:

uc,, =(A) + A t)e ™ (9.39)

Regimul in acest caz este un regim aperiodic critic (este cel mai
scurt regim aperiodic)

c) daca 6<oo0<—>R<Rcr:2\/% —> 1, =-0%jQ
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Solutia libera are expresia:

(-8+jQ)t (=8-iQ)t _

uc, = Ae +Ase Ae sin (Qt+a) (9.40)

care este un regim periodic (oscilant) amortizat.

Circuitul este de ordinul II, ecuatia diferentiala este si ea tot de
ordinul II si in solutia liberd existd doud constante de integrare (A, A,) sau
(A, o). Determinarea lor se face pe baza conditiilor initiale.

La cuplare condensatorul putea avea o incarcare uc sau nu

(uCO = 0) iar curentul prin circuit Tnainte de cuplare era zero, iar bobina L
impunei, =0.
Punand conditiile initiale in solutia generala:
uc =L1C£ +ucp =L1C€ (t)+E <—>uC0 =qu (0)+E
=A,A, (941)

>

b}
Fig. 9.21
Solutiile sunt reprezentate grafic in fig. 9.21 — a,b. Tensiunea uc (t) tinde

in final spre valoarea E, dar in functie de valorile elementelor, dinamica cum
ajunge la valoarea finala este diferitd in cele trei situatii(a,b,c). La curentul

o s . . . E ..
de incarcare a condensatorului nu va mai apare varful de curent R’ din

cauza bobinei care se gaseste in circuitul de Incdrcare a condensatorului,
acest maxim este redus si intarziat in timp.
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9.2.6 Aplicatii

1. Pentru circuitul
din figura 9.22 contactul
k; se inchide in momentul
t=0, iar dupa timpul
t=t;=4ms se inchide si k;.

Sa se determine
expresiile tranzitorii ale
curentilor 1, 1; $i 1.

Fig. 9.22
E=7,5V; R; =10€); R, =5Q
ty =4ms; L; =10mH; L, =20mH

a) Lat=0; i5=0
Ecuatia de tensiuni a circuitului este:
(R1+Rp)i+(Ly +L2)%= E
t

=0.5A =1y ;1y = Ae T;r=ﬂ=2ms
Po R1+R»

. E 7,5
1 ==

p Ri+Ryp 15
Solutia de regim tranzitoriu va fi de forma:

t
i:ip+(i0—ipo)e T =0,5(1—e_500t)-y(t) (9.42)

b) La momentul t=t;=4ms—i(ty)= O,S(I—e_SOOtl ) =0,432A si

aceasta va fi conditia initiald pentru ambele bobine din circuit in
noul regim tranzitoriu care Incepe in momentul t;.

e Bobina L;:
R
I -, )
= = = —> = —+ — .
llp R , llpo 11 llp (110 11130 )e )

1

L -
T ==L =103 sec

Ry
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i =0,75+(0,432-0,75)e " 0%(74) Z0,75-0,318¢ 1004 Ly (¢ -ty
(9.43)
e Bobina Lj:
(i)
. . .. . . L
2, =12p0 =0—>12=12p J{120 —12p0 je Ly ,1:2—R—§=4ms
Deci: iy = 0,4326—250(t—t1) y(t—t1) (9.44)

Dinamica celor trei curenti este prezentatd in figura 9.23.

Faptul cd expresiile
—_—— - I-ll"""" - — (9.43) si (9.44) sunt Inmultite cu
I_f iy trepta translatata y(t—tl) pune
T =T in evidenta ca cele doud functii
11(t) si ix(t) existd numai
incepand cu momentul t; (tt;).

2. Circuitul din figura 9.24
functioneazd in regim permanent, iar la
momentul t=0 se inchide k. Se cere
expresia tranzitorie pentru uc(t).

Desi este circuit de ordinul I, cu un
singur condensator, nu se pot aplica
relatiile (9.25) care sunt valabile doar
pentru circuite RC — serie.

Vom scrie ecuatiile de functionare
a circuitului in starea de dupd
comutatie(cu k nchis):
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.. i3—k+&cd&
E=60V =1 +13 R3 R3 dt
RIZSQ R11.1+R21'2+UC=E Q(R1R2+R1R3+R2R3)%+R1+R3 uc:E
R, =R;=10Q Rj3i3 —Ryip —u, =0= Ry dt R;
Ry =15Q i _cdue \
2 dt v _du "
C=100uF e -
H RC—C+Ru,=E (9.45)

Ecuatia diferentiala echivalenta (9.45) la care s-a redus sistemul de ecuatii

initial este o ecuatie diferentiala de ordinul I pentru care constanta de timp
este:

R'C 1

T=——=——=5msec

R" 200

Dupa regimul tranzitoriu se va stabiliza un regim nou permanent
pentru care:

ue, =E— 13 _40viuc(0)=E— 3 _j0v

p R1+Rj3 R +R3+Ry

Solutia ecuatiei (9.45) este de forma:

uc (t)=40+Ae200"
uc(0_)=uc(0,) <> 20=40+A - A=-20

Solutiile tranzitorii sunt:

ug (t) = 40—20e 200t
iy = e _ 5200t
(9.46)

Ele sunt reprezentate grafic
in figura 9.25.

Fig. 9.25

3. Circuitul din fig. 9.26 — a are comutatorul k pe pozitia 1 si
functioneaza in regim permanent. Comutatorul k trece pe pozitia 2 in

A . . EmaX . N
momentul in care t.e.m. a sursei alternative are valoarea — si este in

descrestere.
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Sa se determine regimul tranzitoriu al curentului i(t).

R,
_E_ll R, _—— —Em
27 Ey= -
o) : 15l/ @
e 1 \/
a) Fig. 9.26 b)
R, =R, =100;L =31,8mH
E =200V

e= 141sin(314t+ye)
Comutatia apare in momentul (t=0): (e) =0 = ETm si este 1n

descrestere %1: 141siny, —> siny, :%—> Yo =30° sau 150° si daca este

in descrestere —> y, =150° [%j ca in figura 9.26 — b.

Valoarea  initiald a  curentului  prin  bobind  este:
E 200

iO: =
R1+R2 20
Z=\/R%+X%:10x/§§2; tg(ng—Lzl—ﬂp:%. Deci in regimul

2
permanent final va raméne curentul:

=10A. In regim sinusoidal circuitul  are:

iy =E7msin((ot+ye—(p)=10$in(314t+105°) [A]
—10sin105° = 9,66 A; TR 3 i4sec!
0 T L

Ip

Solutia tranzitorie cerutd este de forma:

i(t)=10sin(314t+105°)+o,33e‘314t (9.47)
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Curentul i(t) nu va avea regim tranzitoriu (i = 0) daca i, =1

respectiv: 10=10sin(y, —¢) — sin(y,—¢)=1 - y'e=§+(p=%r.

Cuplarea trebuie sa aiba loc in momentul 0, astfel ca faza initiala sa
9 5

Po

¢ 3n ... . . .
fie yo = il si circuitul RoL va intra direct in regim permanent. (Asa cum se
- T . 3n . .
observa pe figura 9.26 — b, la fazele 2 si o functia e(t) trece prin valoarea

sa efectivd Eqof = , iar in momentul 0 te.m. e(t) trece prin valoarea

Tl;l

efectiva si este in descrestere).

9.3 Analiza operationala a circuitelor electrice in regim
tranzitoriu pe baza transformatei Laplace

Metodele clasice (directe) de rezolvare a unui sistem de ecuatii
diferentiale implica trei etape:
= determinarea solutiei generale a sistemului omogen;
» determinarea solutiei particulare a sistemului neomogen;
= determinarea constantelor de integrare pe baza conditiilor
initiale date.

Metodele operationale contopesc cele trei etape si permit calculul
direct al solutiei corespunzatoare conditiilor initiale date. Plus de aceasta,
ele permit o sistematizare a calculelor (metode tip de calcul, tabele
precalculate, etc.).

Metodele operationale se bazeaza pe asocierea biunivocd a unei
functii imagine pentru o functie original f(t) datd si prin aceasta ecuatiile
integro-diferentiale intre functiile original se transforma in ecuatii algebrice
intre functiile imagine.

Atat Tn metoda operationald cat si In cea clasica intervine ca parte
dificila rezolvarea unor ecuatii algebrice de grad superior (gradul
polinomului in s, respectiv gradul ecuatiei caracteristice) daca circuitul este
de ordin superior. In reprezentarea din figura. 9.27 se prezinta in paralel cei
doi algoritmi clasic si operational.
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Circuitul electric

F —
Ecuatia diferentiala \ 4
s L }
a circuitului in 13 (t) ----------------------- » Schema operaglonalé a
» circuitului
v cpeeq e el
Sor " Conditiile initiale v
olutia generala: P
: u_ ; B ale circuitului Ecuatii algebrice n
ik =ik, +ik; » ()
kS
A
. . - -1 A 4
Solutia de regim D L
tranzitoriu: 1y (t) Fig. 9.27 I (S)

9.3.1 Teoremele transformatei Laplace

O functie original f(t) admite o transformata Laplace F(s) sub forma:

F(s)= [ f(t)e dt (9.48)
0

Pentru a exista transformata (convergenta integralei 9.48) functia
original f(t) trebuie sa indeplineascd conditiile Dirichlet (semnal neted, cu
numadr finit de subintervale de monotonie) si sd nu creascd in timp mai
repede ca o exponentiald. Semnalele fizice care exista intr-un circuit toate
admit transformata Laplace.

-> teorema liniaritatii: L[Z apfi (t)] = Z ai F (s);
L(fi+f;)=F(s)+F(s)

- teorema derivarii: L{%} =sF(s)-f(0,);

n
L[4t =s"F(s)-s" "', —s" 2, ...
dt"

|
- teorema integririi: LUf(t)dt} :@—fo—;
s s
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{
-> L J.f(r)dt}—F(s)
S
0
f f v, &
t’ . T t, . . ty
0 0 ; - 0 1

a) f(t)-y(t) b) f(t)-y(t—r) 0 {fl(t):f(t—r)--Y(t—r)

Fig. 9.28
In fig. 9.28-a functia f(t)-y(t) existd pentru t>0; in fig 9.28 — b este o
trunchiere, functia f(t)-y(t—t) existd pentru t>rt, iar in fig. 9.28 — ¢

avem o translatie a functiei f(t), in intarziere cu t, fi(t) sau in avans cu t,
().
—> teorema translatiei iTn domeniul timp:

L[f(t£7)]=™T F(s) (9.49)
- teorema translatiei 1n planul s (teorema atenudrii,
amplificarii): L[eiatf (t)} = F(s F a) (9.50)

—> teorema asemanarii (scara timpului):

Lf(at)=§F[§); L{f{iﬂzaF(as)

—> teorema valorii initiale: lim f (t) = lim sF(s) (9.51)
t—=>0, §—>00
—> teorema valorii finale: lim f (t) = lim sF(s) (9.52)
t—o0 s—0
F
- derivata  (integrala)  imaginii: L [tf (t)] = _d_(s)'

3

ds

i f(t) .
{F(s)ds —)T,
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> functii periodice: ;L[ f(t+T)]= F(SS)T; (9.53)

fi (t+T) fy (t+2T)

Semnalul de forma f1 avand transformata Laplace F1 se repetd cu

perioada T .
- teorema convolutiei (teorema lui Borell)
1
F(s)=F (s)-F (s)——>f(t) jfl 7)f, (t—1)dr= jfl (t=7)f (t)dt (9.54)
0 0
- teorema lui Duhamel:
t

F(s)=sF1(s)'F2(s)—>f(t)=%jf1(r)f2(t—r)dt 9.55)

0
- Transformata Laplace inversa:

= Cu formula lui Mellin-Fourier:

1

joo
f(t):z—TEj F(s)eStds

—joo
= Pe baza tabelelor de corespondenta

= Cu formulele 1lui Heaviside (bazat pe
descompunerea unui raport de polinoame in fractii

simple) F(s) = P (S)

Q(s)

n
- Poli simpli: f(t)=>)"
1

P(sk) Skt
Q'(sk)

- Pol in origine: Q(s)=sQ;(s)
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P(0) & P(s
£(t)= (0) LG Y
Ql( ) 1 skQ1 (Sk)
Exemplu : I(s)= _ M i(t)=24t- e 20t
2
(s + 20)
Tabela 9.1
Originalul f(t) Imaginea F(s) Originalul f(t) Imaginea F(s)
Impuls unitate 1 1 ( —oct) I 1
—l1-¢ -
3(t) o s s+o
Impuls de arie A ®
(de valoare A): A sin ot 2 + 2
Ad(t)
Treapta unitate 1 cos ot S
Y (t) S 2 + @2
Treapta R sin (ot +¢) s sinp+o cos@
translatata S )
y(t-1)
Rampa unitate: i cos ((nt + (p) SCOS(p — ®Sin ¢
r(t)=t-y(t) % s + 0
etat 1 e *sinmt . ®
sTo (s+ a)2 + o’
teiat 1 e % os ot S+a
(S$OL)2 (s+oc)2+(o2
Aeatz Nu are imagine

Observatie: Teorema valorii initiale o putem folosi pentru a calcula conditia
initiala f(0,) atunci cand se cunoaste imaginea F(s), iar teorema valorii finale pentru a
calcula solutia de regim permanent care se stabileste in circuit dupa regimul tranzistoriu

(t - oo) in functie de solutia operationala F(s).
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9.3.2 Schemele operationale ale circuitelor simple in
regim tranzitoriu

Vom considera pe rand elementele simple de circuit cdrora li se
aplica la momentul t=0 tensiunea la borne u(t) sau li se injecteaza curentul
i(t) ale caror transformate Laplace sunt U(s) si I(s). Ecuatiilor
integro-diferentiale scrise pentru functii de timp pe schema reald li se
asociaza ecuatii algebrice intre imagini Laplace scrise pe schema
operationala.

u=Ri U(s)=RI(s)
. -
i=Gu I(s)=GU(s)

Impedanta operationald Z(s)=R si admitanta operationald Y(s)=G
fiind niste constante, inseamnd ca circuitele numai cu rezistente nu au
comportare dinamica (nu au regim tranzitoriu).

Rezistorul: {

Bobina:
: o di e . .
Ecuatia de tensiuni u=La cu conditia initiala iy =g, =g

transpusd operational devine: U(s)=sL I(s)-Li, (9.56)

Z(s) =sL este impedanta operationala a bobinei;
B =Lig =@ te.m. a sursei de tensiune fictiva care echivaleaza

conditia initiald a bobinei.
L
Ecuatia de curenti a bobinei i:fjudt+i0 transpusd operational

0
devine :
1(s):iU(s)+i—° (9.57)
sL s
unde:
1 9 .
Y(s) = 3 este admitanta operationala a bobinei;
S
i
Iy, =-2 este curentul de scurt al sursei fictive de curent care
]

echivaleaza conditia initiala.
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Ecuatiei 9.56 ii corespunde o schema ooerationald in care in serie cu

impedanta bobinei sL se introduce o sursa de tensiune Ep =@, =Li,

orientata 1n sensul lui I(s).

I(s)
E, =®,=Li,
/ sL
I(s)
_ U(s) 1 -l
1t:O lo sL. Loy

Fig. 9.29

Ecuatiei 9.57 1i corespunde o schema operationald in care in paralel

. T . 9 . < A
cu admitanta bobinei i se introduce o sursa de curent I ~orientata in
s

sensul de referintd a laturii (figura 9.29).
Bobine cuplate:
Tensiunea la bornele bobinei j dintr-un sistem de bobine este:

2 dlk

z Lix—= T z sLikIi (s Z Likix (0)  (9.58)
unde sLji=Z(s) este impedanta operationald de cuplaj; Liiix(0) este valoarea

m

initiala a fluxului de cuplaj dintre j si k, iar @; (0) = Z Ly (0) este
valoarea initiald a fluxului prin bobina j, in care intrd atit fluxul propriu cat

si cele de cuplaj intre L; si celelalte m bobine din circuit.
Separand fluxul propriu se poate scrie:
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(0) (9.59)

di; & dig S i S
=L+ 2Lk Uj(s)=sLilj()+ 2 sLiwde(3) | Ljij, + 2 Ly,
k=1 k=1 =
®. =E.

Jo o

In serie cu bobina se introduce in schema operationala o sursa fictiva
de tensiune avand t.e.m. Ejo egald numeric cu valoarea initiald a fluxului sau

®; [EV :cp.Wb]
0

Jo Jo

iy mLﬁl 8 I(s) NY\SLI @ Eo
2112 — 5 sLy2
i ¥ L) KA :Ezo
L2 ~3Lo >
g U2 (S)

) Fig. 9.30
In particular vom desena schema operationala pentru doud bobine
cuplate (figura 9.30) cand sursele fictive au valorile:

{Em =Lyijo £ Ly2in0
Eoo =L2ipe £ L2110

Tensiunii u, =L, %ile % ii corespunde imaginea Us(s) care
cuprinde si sursa fictivd Ep():
Uz (s)=sLalp(s)+sLyali(s)-Egg (9.60")
Condensatorul:
Ecuatia de curenti: 1= Cfl_ltl L I(S) = sCu(s) - Cuco (9.60)

Y(s) =sC este admitanta operationala pentru condensator;
Ie, =90 =Cuc  este curentul de scurt al sursei de curent fictive

corespunzatoare conditiilor initiale:
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t

. . 1. L 1 Uc
Ecuatia de tensiuni: u, = —jldt +ug ——>Uc(s)=—I(s)+—= (9.61)
C o sC S
0
1 . )
Z(s) = _C este impedanta operationald a unui condensator
S
uc
ECO =—2 este t.e.m. a sursei fictive de tensiune corespunzatoare
S

conditiei sale initiale.
Ecuatiei 9.61 i corespunde o schema operationald in care, in serie cu

. 1 . - . . <
impedanta _C se introduce o sursa de tensiune ECo orientata invers cu
S

sensul de referinta al laturii.
Ecuatiei 9.60 1i corespunde o schema operationald in care in paralel
cu admitanta sC se introduce invers cu orientarea laturii o sursa de curent

A _ C
ICO (ICO =q, )

I(s)
uco
_ U(s) P
1
& Z(s)
u C 1 /

ICO = qO

u(s)

Fig. 9.31

Observatie 1. Acestor surse fictive operationale ELO’ECO’ILO’ICO le
corespund in domeniul timp surse ‘reale” corespunzdtoare conditiilor initiale:

eLo R eCo R iLo R iCo , dupd cum urmeaza:
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Ep =®,=Li, =cst>ep =®,5(t)=Li,5(t) eLo/CDO =Li,
€L, - impuls de arie @,

t
0
Uc e,
— 0o — .
ECO = S —)GCO uco Y(t) _Aﬂ t
ec, - treaptd de valoare uc, -ug,
. i
14
[ =2-> 1L 1, y( ) - treaptd de curent . L
o S Ip t
a
ICO =(o =CU.C0 —)ico =q08(t) lCn qﬂ=cufg
iCo - impuls de valoare (arie) qo .

2. Un condensator poate sa aiba conditie initiala pozitiva CIT sau conditie

initiald negativi CI . In schema operationald sursele fictive corespunzitoare se aseaza

intotdeauna corect (invers cu orientarea laturii), iar valoarea lor poate fi (i) ca in figura

olr OE'

+ cr
cl Fig. 9.32

T_.

II|+

qO

Circuite serie in operational

Ecuatia de tensiuni pentru un circuit RLC serie este:

.t
u=Ri+L%+%£idt+uC0—>U(s)=(R+sL+£jI(s)_ i uc, (9.62)
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1 . P
Z(s) =R +sL+ C este impedanta operationala a circuitului
s

uc
E, =Li, —— este t.e.m. a sursei fictive care echivaleaza conditia
s

initiala a circuitului (L si C).
Atunci schema operationalda a circuitului RLC serie este ca si in
figura 9.33.

1
R L _C R L ¢ B
i ‘ A =)
uc i U(s) l
—_ — —>

Fig. 9.33
Pentru a scrie operational tensiunea de pe bobina sau pe condensator

va trebui separat din E_ conditia initiala care-i revine fiecdruia:
Uy (s)=sLI(s)-Li,

1 uc
UC(S):EI(S)Jr SO

(9.63)

9.3.3 Forma operationala a teoremelor lui Kirchhoff

Pentru un circuit oarecare cu s — subretele , n — noduri si ¢ — laturi
cu T1K se scriu (n-s) ecuatii independente n noduri, iar cu T2K se scriu
o=/ -n+s ecuatii independente pe ochiuri.

D> ik =0; b=Ln-s

keb

(9.64)
z (uRk +tup, +uck)= z ex; p=10
kep kep

Aplicand transformata Laplace membru cu membru asupra
sistemului (9.64) se obtine:

* i (t) > I (s) = I
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o uRk = Rkik —> URk = Rka

dq)k ! dl_] !
ouLk I—IZij —)ULk (S):S(Dk_q)ko IZSijIj—CDkO
1

dt = Mg
J=1
!
unde (I)ko = Z iji j, ~este valoarea initiala a fluxului prin bobina Ly
1
t u
1 ¢. I Ck
eu~, =— |1 dt+u —>U s)=—X_4 o
Ck Cy g k Cko Ck ( ) sCp. S

Sistemul (9.64) se poate scrie operational sub forma:

D Ii(s)=0;b=Ln-s
keb (9.65)
1 L ST
z |:[Rk +SLk +$jlk +ZSijIj:|—Zij1jO + SkO = Z Ek (S)
kep k 1 j=1 kep
Notam:

uc
Ee (8)=E(s)+ @y, - Sko - t.e.m. echivalentd laturii k si formata

din t.e.m. a sursei reale de pe latura

Ex(s) si t.e.m. ale surselor fictive ce

echivaleaza conditia initiala a lui Ly:
Ek = (Dko = Lklko + Zijljo sau a

ucko

lui Cy:Ec, =
0 s

1 : . .
Zy (s) =Ry +sLy + E este impedanta operationald a laturii k

Zij(s)=sLi; — impedanta operationala de cuplaj dintre Ly si L;
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TK scrise 1n (9.65) cu notatiile facute devine:

D L =0
keb
m (9.66)
2| L+ 2 2yl | = 2 Eey
kep j=1 kep

T2K se enuntd astfel: “suma algebrica a cdderilor de tensiune
operationale pe elementele ochiului p este egald cu suma algebrica a t.e.m.
operationale din ochi”.

Algoritmul aplicarii TK — operational la studiul regimurilor
tranzitorii presupune:

» Se studiaza functionarea circuitului Tnainte de comutatie pentru a
se stabili conditiile initiale pentru fiecare bobind si condensator

din circuit (iLO UC, ) .

= Se alcdtuieste schema operationald care va contine partea din
circuit care este in functiune dupa comutatie (t>0).

. . . 1
» Elementele schemei operationale au impedantele R,sL,—C,stj
S

si in serie cu fiecare bobina si condensator se introduce cate o
sursa fictivd de tensiune corespunzatoare conditiei initiale ale
acelui element.

= Se aplica TK scriind ecuatiile (9.66) pe noduri si ochiuri
independente, alese cu ajutorul grafului de circuit.

= Se rezolva sistemul algebric de ecuatii (9.66) si se obtin

P(s)

Q(s)

= Se revine in domeniul timp cu : transformata inversa L™,
tabelele de corespondentd, teoremele lui Heaviside si se obtin
curentii tranzitorii din laturi ix(t).

= Schemei operationale, odatd desenatd, i se poate aplica oricare
dintre teoremele si metodele de analiza utilizate de teoria
circuitelor pentru studiul regimului permanent (curenti ciclici,
potentiale la noduri, variante matriciale, generatoare echivalente
etc.). Exceptie fatd de regimul permanent sinusoidal fac

imaginile curentilor din fiecare latura sub forma: Iy (s) =
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teoremele de conservare a puterilor, care erau conditionate de
caracterul periodic al madrimilor, in regim tranzitoriu, unde
marimile nu sunt periodice ramane valabild doar teorema de
conservare a puterilor instantanee, evident fard aplicabilitate
deosebita.

Observatie: In regim permanent, pentru un dipol pasiv, se poate intotdeauna

scrie Z = ? In regim tranzitoriu nu este suficient sa fie pasiv (farad surse) ci trebuie ca

toate elementele sale de tip L si C sa fie 1n conditii initiale nule (CI=0), altfel in schema

pasive si cu

conditii ; I(s)
initial 1
mie e o DP | 76)> schoma
scrie: u e ope.razlonala
i
2)-77 o] cro U@Elo—] P
s

. b)
|:Fs sy 9 0

Fig. 9.35 Ba

Circuitul din figura 9.35 — a functioneaza in regim permanent;

. - . E ) N ) .
circuld curentul i, = dar Ci este incarcat cu tensiunea uc =Ry, .
r+Kgq

In cele doud bucle nu exista curent i’=0 si i’=0 (fluxurile fiind constante nu
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induc t.e.m.). La momentu t=0 se deschide contactul k si latura cu sursa iese
din functiune.

In figura 9.35 — b este desenatd schema operationald a circuitului, in
serie cu fiecare bobind s§i condensator este plasatd cate o sursa
corespunzatoare conditiei sale initiale:

Ejo =Ll Enp = Laigs Ezg =Ly31p = @303 Esp = Logip = Pyg;
ue (9.67)
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Pe schema operationala cu topologia [s=3, n=3, ¢=3] scriem
ecuatiile de functionare cu TK:

(RI +S(L1 +L2)+%)Il +sL13lp —sLogql3 =Ej9 +E9pq —Eclo
SL1

1
sLi3]) +£8L3 +@] I =E30 —EC,, (9.68)

—sLpalj +(R4 +sLq )13 =E4

Prin rezolvarea sistemului 9.68 rezultd I;(s), Ix(s), Is(s). Aplicand
transformata Laplace inversa se obtin solutiile de regim tranzitoriu i;(t), ix(t)
si i3().

Tensiunea la bornele condensatorului C, se poate deduce astfel:

t

1 .
uc, (t) = C—ljll (‘[)dt+uc10
0

sa:  Ug, (s)= I;g)+Ecm - uc, (1)=L"Ug, (5)]




