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9.4 Comutatii fortate

Comutatii fortate(ideale, impropii) intr-un circuit sunt cele la care nu

se respectd conditiile(9.4), (9.8) respectiv iy (t)si uc(t)nu mai sunt

variabile de stare, controlate, ele pot avea variatii prin salt, discontinuitati .O

comutatie fortata apare intr-un circuit daca:

>

in urma comutatiei doud bobine L; si L,
cu “istorie” diferitd (1;5_ # 150_ )ajung in
serie, dect : 1y, =190, -

in urma comutatiei o bobina ajunge in se-
rie cu o sursa ideala de curent, chiar daca:
S T imediat dupa comutatie :

1o

Loy = isco+ .
intr-un nod b de circuit (figura 9.36) concura aoar 1aturi cu booine $i
cu surse ideale de curent. Rdmane adevarata TIK: Ziko— =0
kenod b
si Ziko + =0, numai ca diferitii curenti vor prezenta
kenodb
discontinuitati
doud condensatoare cu “istorie” diferitd (u.  #u., ) ajung in

paralel, deci: uo,  =u, . .

un condensator ajunge in paralel cu o sursd idealda de tensiune :

U, #ey darug, =eg,.

O bucla formata numai din laturi cu condensatoare si surse ideale de

tensiune pentru care T2K Tnseamna : Zuko_ =0 si Zuk0+ =0,
k e ochi k e ochi

numai ca diferitele tensiuni vor avea discontinuititi de la t=0_ la

t=0,.

In astfel de comutatii curentii iy (t) au discontinuititi care duc la impulsuri

de t.e.m. cu valori foarte mari la bornele bobinelor iar discontinuitatile
tensiuniloru - (t) duc la impulsuri foarte mari de curent prin condensatoare.

De fapt egalizarea conditiilor initiale la t =0, se realizeaza prin aceste

impulsuri .



9. Circuite electrice in regim tranzitoriu 259

9.4.1 Teorema conditiilor initiale pentru comutatii fortate la
condensatoare

Fie o sectiune 21 ce contine numai laturi cu condensatoare (figura 9.37).

Curentul prin latura k esteiy = d;l—f iar sarcina de pe armatura lui Cy va fi:
C1 t ' t o
y \(&/ @) = Iik(t )dt =Qk(to)+jik(t )dt
/&\i~ :>)\ R2 —o0 to
! \l C, (9.69)
k momentul t fiind oarecare: t'e (—oo,t)

/
\\ // Z '
- : duy (t)

iar ik(t')zck — . Cum pentru

T Cy  Fig9.37
Zl CdLC vdldvulld 11D\, puLUlll SCILIC!
Di()=0 = Y q(t) = D Cruy(t) =ct (9.70)
ke ke kel

Cum (9.70) este valabild pentru orice moment “t”, ele raman valabile si
pentru momentul initial (momentul comutatiei t,):

toate laturile ce converg In sectiunea

D ai(ty) =ct > > q(00) = D qy(0,) (9.71)

ke ke kel
Relatia reprezinta teorema conditiilor initiale pentru condensatoare aflate in
comutatie fortatd. La comutatii naturale pentru fiecare condensator in parte
era adevarat ca: q, =d,, (relatia 9.9) iar la comutatii fortate doar suma

pentru toate condensatoarele ce converg intr-un nod(sau intr-o sectiune
Zl )este continud 1n jurul momentuluit = O (relatia 9.71).

9.4.2 Teorema conditiilor initiale pentru comutatii fortate la
bobine

Consideram o bucla I" (un ochi p) care cuprinde cel putin doua
bobine aflate Tn comutatie fortata (figura 9.38).

Tensiunea la bornele bobinei Ly este:uy =

iar fluxul prin bobina L

se poate scrie astfel:
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t t

O, (1) = juk(t')dt' =q>k(t0)+juk(t')dt' 9.72)

—o0 to

momentul t fiind oarecare t = (oo, t). Pentru bucla I" din figura 9.38 sau
pentru ochiul p din figura 9.36 , T2K ne da :

Du)=0 > Y ()= D Lyig(t)=ct (9.73)

kel kel’ kel
(p)

Cum (9.73) sunt adevarate pentru orice moment t, ele raman valabile

si pentru momentul initial t, (saut =0):
D Liklto)=ct > > @ (0_)= > @ (0,) (9.74)

k € ochi k € ochi k € ochi

Relatia (9.74) reprezintd fteorema
conditiilor initiale pentru bobine aflate
in comutatie fortatd.La o comutatie
naturala fluxul magnetic @y si curentul
i, ale fiecarei bobine sunt variabile

de stare: ®, =D, si i, =iL,, -

La comutatii fortate doar suma
fluxurilor pentru toate bobinele din
bucla I' (sau din ochiul p) este
continud in jurul momentului de
comutatiet = 0. (relatia 9.74)
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Pentru circuitul din figura 9.39 contactul k se deschide la
momentul t = 0, conditia initiala a celor doud bobine este: 1, #1,, . La
momentul t =0, cele doud bobine ajung in serie dar cu curenti diferiti prin
ele si vor avea aceeasi conditie initiala i, unde:

i, #1j9_ #1ip0_ (9.75)

Ecuatia de tensiuni scrisa pentru schema operationald a circuitului din figura
9.39-b este:

s(Ly +Lo)I(s)+(Ry + Ry )I(s) =E () + B (8)+(L; + Ly )ig, (9.76)
Conform cu relatia (9.74): Dry = (DF(0+)’ deci:
Lyijo_ +Laiyg
Liijg +Lyiyy =(L;+Ly)ip — iy = — — 9.77
o +Laisg = (L +1L;)ig, 0, L+l 9.77)
In urma comutatiei (t = 0) curentii din cele doui bobine vor avea un salt :

: . . L . .
Aty =19, —1j9_ = L +2L (120_ _110_)
! . 2 (9.78)
Aiyy =ig, =iy = L +1L (ilo_ —izo_)
1 tLo

Fluxul magnetic total al ochiului care cuprinde cele douad bobine aflate in
comutatie fortata va avea o variatie continud in jurul momentului t =0:

@y =(L;+Ly)ig,
@0 =Lyijo_ o Dy =Dy +Dy =D, (9.79)
Dy =Laiyg
T.e.m indusa in ochiul I ce cuprinde cele doud bobine este:
APy Prow = Proo _

c = — = 0 9.80
r At At ©-80)

dar la bornele fiecdrei bobine se induce cite un impuls de t.e.m, dar cele
doud impulsuri e, $i e,qsunt in opozitie : e, =€y +€,9 =0.

Ay LL, (.
ey =-L = i —1 ot
10 I a¢ L+l (10, 20,) (t)
o 9.81)
10 1o . .
20 2 at L+l (20_ 10_) (t)

Cele doud impulsuri mari de t.e.m solicitd insd izolatia intre spirele
bobinelor .
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Observatie:
Daca sursele fictive corespunzatoare conditiilor initiale pentru elementele L si C se

calculeazi cu valorile la t=0- :(uc o 2L, ), atunci schemele operationale permit sd

obtinem solutia corecta, indiferent de tipul comutatiei (naturala sau fortata).

9.5 Analiza operationala a circuitelor electrice in regim
tranzitoriu pe baza transformatei Fourier

Clasa functiilor care admit transformata Fourier este mai mica decat
clasa functiilor care au transformata Laplace.

Transformata Fourier (imaginea Fourier) bilaterala pentru o functie
original f(t) se defineste prin:

~+00

F(jo) = ' (—jo) = I (et de 9.82)
—00
Pentru ca o functie f(t) sd admita transformata Fourier trebuie :
e sa satisfaca conditiile Dirichlet (discontinuitati finite, numar finit de
intervale de monotonie).
e sa fie absolut integrabila pe intervalul (— 00, oo), respectiv integrala

+00
-.-|f (t)| dtsd fie convergentd; aceasta impune anularea functiei pentru

—00
t > too , f(-00) =f(+0) =0 respectiv functia f(t) sd nu persiste in circuit
(sa fie amortizatd) si exclude posibilitatea ca functia f(t) s fie periodica (cu
perioada finitd). Pe scurt, doar semnalele de tip impuls (si care nu se repeta
periodic) admit transformata Fourier.
Pentru functii nule lat < 0, transformata bilaterald (9.82) devine o

transformata Fourier unilaterala :
+00

F(jo) = J-f(t)e'j‘”tdt (9.83)
0

expresie ce seamanad cu (9.48) care definea transformata Laplace; motiv

pentru care se spune cd transformata Fourier unilaterald se obtine din
transformata Laplace a acelei functii pentru s = jo; F(jo) = F(s)|S:jm, cu

conditia ca f(t) sd admita transformatd Fourier.
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Sursele corespunzdtoare conditiilor initiale pentru o bobind sunt de
tip impuls:eL0 =®, -5(t) =Li, -6(t), deci admit transformatd Fourier iar

cele pentru condensatoare: ec, =—uc, -y(t) sunt de tip treapta si nu admit

transformatd Fourier. Din acest motiv analiza operationald Fourier este

Transformata Fourier inversa (integrala Fourier) este:

Joo

f(H =1 j F(joo) e djo (9.84)
2y J

Jjeo
care poate fi privita ca o descompunere a functiei neperiodice, de tip impuls
f(t) intr-o infinitate de componente sinusoidale (reprezentate in complex) cu
pulsatii ce iau toate valorile (— oo,oo), deci are un spectru continuu (la
semnale periodice aveam dezvoltare in serie Fourier si spectrul era discret).
Modulul F(w) = |E( jco)| se mai numeste densitatea  spectralda a
amplitudinilor. Din acest motiv analiza operationald Fourier se mai numeste

analiza spectrala.

Daca o functie g(t) poate fi descompusa intr-o componenta para g, (t) si

alta impara g;(t): g(t) =g, (t) +g;(t), atunci:

e transformata Fourier a unei functii reale si para de t este o functie
reald si para de o:

+00 0
. 1ot
G,(jo) = J.gp(t)e 19tdt = 2J.gp(t)cosc)t dt (9.85)
—00 0

e transformata Fourier a unei functii reale si impare de t este o functie
impara i imaginara de o:

+00 ©
G;(jo) = J g (t) e ?dt = —j2 j g (t)sin ot dt (9.86)
—o 0

respesctiv:
Re[ G(jo) |=G,(jo) =R(w); Im[G(jw)]=G;(jo)= jX(w); (9.87)
iar transformata inversa inseamna:

o0 o0

g(t) = EJ‘R(oo) cosotdo + -2 IX(O)) sin ot do (9.88)
T T
0 0
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relatie care reprezintd forma trigonometricd a dezvoltarii in integrala
Fourier, analog cu dezvoltarea in serie Fourier.

Descompunerea unei functii f(t) in componenta para si impara atrage
dupa sine descompunerea transformatei Fourier intr-o componentd reald
R(w) si una imaginard X(m): F(jo)=R(w)+ jX(w) iar modulul si faza
transformatei sunt:

F() = F(—0) = yR2(0) + [- X()]
XO) __ e (9.89)

) = arct
P(w) 8
La seria Fourier Ay si By se masoara in V sau A iar la transformata

Fourier R(®) si X(®) se masoard in V/Hz sau A/Hz .
Aplicarea metodei operationale Fourier la studiul unui regim tranzi-
toriu presupune:
e Transformata Fourier unilaterala are proprietatile transformatei
Laplace pentru s = jo (dacd exista transformata) si prezinta interes practic
daca se cunosc impedantele operationale ale elementelor

(ZR =R, Z  =joL , Zc = %) prin analogie cu impedantele operatio-
jo

1 ) . .
nale Laplace (R ; sL; —J . Deosebirea fatd de regimul permanent sinu-
sc

soidal constd in faptul cd acolo (R ,joL , LC] erau numere complexe iar
jo

aici sunt functii complexe de (jo). Aici, pentru o structurd mare de circuit,
impedanta operationald Z(jm) = R(®) + jX(w) se poate determina si pe cale
experimentald (prin puncte) facand masurarea impedantelor ca i in regim
sinusoidal dar pentru diversi o[w € (0,)] .

e Deoarece pentru t — oo toate marimile trebuie sa tinda la zero,
— inseamnad ca se pot studia numai acele
regimuri tranzitorii care nu au
componentd permanenta.

e Dezvoltarea in integrald Fourier fiind interpretatd ca o descompunere
in componente armonice (sinusoidale) elementare, studiul se face aplicand
teorema superpozitiei.

e Considerdm un dipol liniar, pasiv si in repaus (X; (t) = 0 pentru t <0)

E— ]

Xi Xe

caruia 1 se aplica la momentul t=0 marimea de intrare x;(t)a carei
transformatd Fourier este:
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X, (jo) = jxi O d=X;©)_,, (9.90)
0

Daca H(jow) este functia de transfer a dipolului, atunci transformata Fourier
a marimii de iesire este: X, (jo)=H(jo)-X;(jo)iar marimea de iesire se
scrie sub forma:

o0 JCX:)
1 . . : 1 . : )
K= j H(jo) X, (o) do= j X, (jo)e® dio  (9.91)
—0 —joo

H(jo) poate avea caracter de: impedantd, admitantd sau functie complexa
dupa cum x;si x.sunt ambele tensiuni sau curenti sau una tensiune,
cealalta curent.

e Avantajul metodei operationale Fourier consta in faptul ca se
opereazd cu functii de circuit H(jo) formal identice cu cele din regimul
permanent sinusoidal dar care pot fi determinate pe cale experimentald la
diverse frecvente (®) si apoi le aproximez analitic. FunctiaH(jw) se

interpreteaza ca raspunsul circuitului la o excitatie sub forma de impuls
Dirac: daca x; =0(t) , atunci X; =1 iar X, =H(jo).

Aplicatie:

i 1
1 U, U, 1
u. R
: I, :
L 0 T, o 0] :
|
) U O
a) Fig.9.40 c) °T

Semnalul u;(t) se considerd cd provine din superpozitia a doud drepte
translatate (figura 9.40-c):

u; (1) = U, [y —y(t-T,)] (9.92)
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si fiind un semnal impuls satisface conditia de a avea transformata Fourier:

0 T,
. , U .
U, (jo) = J' u;(t)e'dt=U,, I e_J"’tdt:_—O(l—e J‘”To) (9.93)
Jo
—o0 0

Impedanta operationald a circuitului este: Z(jo) =R + joL iar raspunsul

circuitului este:
oy =20 o Yo___{j_giemo) 9.94)

Z(jo)  joR +joL)

Pentru a determina raspunsul original i(t) vom descompune pe I(jo) In

fractii simple:

Uyl 1 iy
I(jo) =~ 2| - {1-e7iem)
R |jo .
jo+—
L

Deci curentul absorbit ( originalul lui I(jw) ) va fi:

R
U _*(t_To) . .
0l]—¢ L Y(t=T,) =1;(t) +i,(t) (9.95)

i(t):% e L ly(t)—

R

Solutia este reprezentata grafic in
figura 9.41; curentul i(t) este
superpozitia celor doi curenti 1; $i
1, translatati cu T,

9.6 Analiza circuitelor electrice in regim tranzitoriu in domeniul
timp

Metodele de analizd in domeniul timp se aplicad circuitelor liniare,
pasive si aflate in conditii initiale nule, atunci cand la intrare se aplicd un
semnal x;(t)nu prea complicat ca formd sau il pot aproxima prin
suprapunerea unor semnale cu variatie simpla.
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9.6.1 Raspunsul unui circuit la o excitatie data in functie de
raspunsul circuitului la o treapta unitate (metoda integralei
Duhamel)

Semnalul de intrare x;(t)il descompunem Iintr-o succesiune de trepte
retardate cu cate dt si de inaltimidx;(ca in figura 9.42-b,c) in care :
dx; =X;(T)d‘t iar prima treapta: x;(0,)-y(t) este datd de valoarea
semnalului de intrare x;in momentult=0.

X;(0+)

Ve~

2) 0 E ) TTdT 0
Fig.9.42
Semnalul de intrare x;(t) se scrie ca o superpozitie a acestor trepte retardate.
t
Xi(0=x,0, 10+ [ % () -0 (9.96)
0
Daca se cunoaste raspunsul circuitului dat f(t) la semnalul treapta
unitate aplicat la intrare y(t), atunci putem determina raspunsul la orice
semnal aproximabil prin trepte. Functia f(t) care reprezintd raspunsul la
treapta unitate se numeste raspuns tranzitoriu (functie indiciala) si poate fi
calculata pentru un circuit dat prin orice altd metoda.
v(t) = f(t) -raspunsul la treapta unitate

Ay(t) —> Af(t) -raspunsul la treapta de naltime (valoarea) A.
xi‘ (D)y(t-1)—> xi‘ (1) f(t — 1) -raspunsul la treapta translatata cu 7 si

de valoare xiv (7).

Atunci, aplicand teorema superpozitiei, raspunsul la  semnalul
X; (t) aproximabil prin trepte sub forma (9.96) va fi:
t

X (1) =x;(0,) f(t)+ I x; (1) f(t—1)dr (9.97)
0
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Printr-o schimbare de variabila, produsul de convolutie din (9.97) se scrie
t

sub forma: X (1) = xi(0+)f(t)+J‘xi'(t—r) f(t)dr (9.98)
0

iar integrand prin parti in (9.97) si (9.98) se obtin formele duale:
t

X () =x;(t)f(0,)+ .xi(r)f'(t—t)dr (9.99)
0
t.

X () =x;()f(0,)+ xi(t—r)f'(r)dr (9.100)
0

Formele (9.99) si (9.100) se pot aplica si cand semnalul x; (t) are
discontinuitdti de prima speta intrucat nu apare derivata sa.Deasemenea se
prefera una dintre cele patru forme de calcul a raspunsului (9.97, 9.98, 9.99,
9.100 ) in functie de forma lui x;(t)si functia indiciald f(t), respectiv care
dintre aceste relatii duc la un volum minim de calcul.

Observatii:

Daca F,(s) si Fx(s) sunt transformatele Laplace ale functiilor f;(t)si f,(t) atunci
imaginii F(s) =F,(s)-F,(s) 1i corespunde (conform teoremei lui Borell) originalul f(t) dat
de un produs de convolutie:

t t
£(t) = j fy(D)fy (t — )T = Ifl (t - D)y (v)dt (9.101)
0 0
iar functiei imagine : F(s) =s F,(s) -F, (s), conform teoremei lui Duhamel, 1i corespunde
t
originalul: f(t) 2%-jf1 (7)-fHr(t—1)de (9.102)
0

Expresia (9.102) dezvoltatd duce la formele (9.97)....(9.100).

Daca la intrarea unui circuit aflat in repaus se aplica la momentul
t =0 o treaptd de tensiune y(t), atunci la iesire apare curentul f(t). In acest
caz raspunsul tranzitoriu al circuitului f(t) reprezintd o admitanta indiciala.
Aplicand o treaptd de curent , la iesire apare tensiunea fi(t) , care este in
acest caz o impedanta indiciala. Daca la intrare se aplicd o treaptd de
tensiune §i raspunsul este tot tensiunef,(t), atuncif,(t)este functie de

transfer tranzitorie.

.. . o 1. . . .
Daca imaginea treptei unitate este — iar F(s) este imaginea lui f(t),
S
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atunci cand se aplica u(t) si raspunsul este i(t), putem scrie
I(s) =U(s)Y(s).

o . 11
Réspunsul tranzitoriu scris cu Laplace este :F(s) =—Y(s) =— (5)
S

s U(s)

3

respectiv raspunsul i(t) este de forma (9.102).
t t

I(s) = sF(s)U(s) —> i(t) = %Ju(r)f(t _r)dt = %jf(r)u(t _nydt (9.103)
0 0
Dezvoltand (9.103) se obtin chiar expresiile (9.97), (9.98), (9.99) si (9.100).
Metoda integralei Duhamel este utilda mai ales atunci cand se
cunoaste expresia functiei indiciale (raspunsul tranzitoriu ) f(t). Logica
metodei s-ar prezenta sub forma :” Vrei sa stii cum raspunde circuitul la un
semnal x; (t) ? Spune-mi cum raspunde circuitul la o treaptd unitate (adica
cine este f(t)) , c-apoi iti spun eu cum raspunde la orice semnalXx;(t)
aproximabil prin trepte translatate”.

Circuitul RC: Daca se conecteaza la o sursa de tensiune continud de valoare

EVatunci u(t) = E y(t) iar raspunsul in curent i §i in tensiune uceste de
forma: (9.26) si (9.27):

t t
. E & e
IZE e RC uc =E(l-e RC) (9.104)
Cand se aplica o treaptd unitate (E = IV) atunci : u = y(t)si raspunsul
tranzitoriu va fi de forma:
t t

£, (t) :% e RC . f,(t)=1-e RC (9.105)

Circuitul RL : Cuplarea circuitului la o tensiune continua : u = E-y(t), are
raspunsul de forma: (9.16), (9.18):

E

R

A aplica o treapta unitate de tensiune este echivalent cu a cupla circuitul la o

sursa cuE =1V, raspunsul tranzitoriu in curent f.(t) si in tensiune f, (t) vor fi:
R R,

fi(t)zé(l-e_Lt) . f(t)=e L (9.107)

R
. —ft di _ft
i=— (I-e &~ ) ; up =L—=Ee (9.106)
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Dacd semnalul de intrare x;(t)

T4 . prezintd discontinuitati ca 1In
Pl figura 9.43 | atunci raspunsul
:/ : circuitului calculat cu integrala
o :L Duhamel este de forma :
SRR
1 ' | : >t
0t et

Fig.9.43
t
X (t) = Xi(O)f(t)+JAXi‘(‘E)f(t—’C)dT +
0
(%)
+ [Xi(t1+)_Xi(tl—)]f(t_tl)v(t_tl)"'J‘X;(T)f(t—f)d't (9.108)
4
t
+ [Xi(t2+)_Xi(tZ—)]f(t_tz)Y(t_t2)+J‘X;(T)f(t—’t)d’t

t
Expresia (9.108) este adevdratd daca ne intereseaza raspunsul la un

momentt >t, iar dacd ne intereseaza pentrut' € (t;,t,)atunci ultimul
termen din (9.}08) va lipsi iar la termenul al doilea limita superioara a
integralei este t sinu t,.

O discontinuitate cu salt (+) ca in momentult,,este privitd ca o
treapta pozitiva, de valoare egala saltul functiei care apare in momentul t; iar
un salt (-), ca in momentul t,, este privitd ca o treptd negativa ce apare in
acel moment.( tratarea discontinuitatilor de speta I ).

9.6.2 Raspunsul unui circuit la un semnal dat in functie de
raspunsul circuitului la un impuls unitate

Impulsul unitate d(t) permite exprimarea oricarei functii y(t), In punctele ei
de continuitate, prin integrala:

t
y(t) = j y(1)8(t — 7)dr (9.109)
0
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Aceasta se poate interpreta ca o descompunere a functiei y(t) intr-o
succesiune de componente (y(r)dr)~8(t—t) reprezentand fiecare cite un

impuls de arie (valoare) ,,y(t)dt-” care apare Tn momentult = t, deoarece

aceastd componentd este nula pentru t # t i egala cu y(t) pentrut =t, deci
o succesiune infinitd de impulsuri agezate alaturi, fiecare egal cu valoarea
functiei In acel punct. Deci o marime de intrare x;(t)se poate descompune
intr-o succesiune de impulsuri finite si retardate sub forma:

t
X;(t) = J‘Xi (1)0(t—1)dr (9.110)
0

Daca v(t) este raspunsul unui circuit cu conditii initiale nule la un
semnal impuls unitate o(t), numit raspuns tranzitoriu la impuls unitate,
atunci, tindnd seama de caracterul liniar al circuitului, consideram ca:

O(t) & v(t) - raspunsul la impulsul unitate ce apare in momentul t =0
Ad(t—1) > Av(t—1) -raspunsul la impulsul de arie A ce apare translatat
curt
X; (1) 8(t — 1) = x;(7) v(t — 1) - rdspunsul la impulsul de valoare x; () ce
apare translatat cu t.

Cu teorema superpozitiei, raspunsul la o infinitate de impulsuri

translatate cu cate dt, sub forma(9.110) se scrie astfel:

t t
xe(t):jv(t—r)xi(r)dr ; xe(t):jv(r)xi(t—r)dr (9.111)
0 0

Aceste relatii (9.111) se pot aplica numai dacd in intervalul
(0—t)functia de intrare (excitatia) x;(t)este continud. Dacax;(t)contine
un numdr finit de puncte de discontinuitate, acestea se separa si rdspunsul la
acestea (privite ca trepte de tensiune) se calculeaza separat.

Un impuls unitate (aria=1si durata
At<<)din figura 9.44 poate fi privit ca
o superpozitie de doua trepte:

i) = [0~ (0= 40]=1'(0)

(9.112)
iar raspunsul v(t) la acest impuls va fi:

1 )
v(t) —E[f(t)—f(t—m)]— £'(t)
(9.113)

t
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Deci raspunsul la impulsul unitate v(t) este derivata functiei indiciale f(t)
(raspunsul la treapta unitate) : v(t) =f ' (t).

9.6.3 Raspunsul unui circuit la un semnal dat in functie de
raspunsul la un semnal rampa unitate

Semnalul rampa unitate r(t) (de panta: tg%zl), rampa oarecare (de

pantak = tgo )si rampa translatata, se definesc cum se indica in figura 9.45:

r Xj Xi
A a a nt
0 >t D e >
Fig.9.45
=k-t-y(t =k(t=1)-v(t—
k = tga k = tga

semnalul rampad unitate r(t) ca fiind g(t),
atunci semnalul continuu x;(t)se poate
descompune intr-un numar finit (n) de rampe
translatate (ca o aproximare a unei functii prin
segmente, pe portiuni):

0 Tl ‘Es n
Fig.9.46 ()= kg (t-1)-y(t-7)  (9.114)
s=0
T, = translatarea rampei
k¢ = tgo, — panta rampei (valoareasa)
n = numarul de intervale de aproximare

Raspunsul circuitului la acest semnal (9.114) va fi o superpozitie de forma:

n
Xe() = kg g(t—19) v(t—1) (9.115)
s=0
solutii care trebuie racordate intre ele pe fiecare interval de aproximare.
Cum intre impuls, treapta si rampa unitate exista legatura:

St)=y () =r (t) (9.116)
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atunci intre raspunsurile tranzitorii la aceste semnale va fi legatura:

vi)=f () =g (1) (9.117)

deci este suficient daca-l cunosc pe unul dintre cele trei rdspunsuri
tranzitorii pentru un circuit dat.
Observatii:

Problema se poate generaliza, cand pe cele n intervale aproximarea nu se face prin
rampe (segmente de dreaptd )ci prin polinoame de gradul m. Daca aproximam
prima derivatd a luix;(t) prin segmente (inseamnd a aproxima functia x; (t) prin
arce parabolice) eroarea de aproximare se reduce de 5 ori fatd de aproximarea
directa a functiei.

. . - . L . .

In metode directe marimile t=RCsi rzﬁreprezmta constanta de timp a

circuitului RC sau RL serie iar in metodele de analizd in domeniul timp, T este
variabila de integrare si t,sau T, sunt utilizate ca notatii pentru constanta de

timp.

9.7 Aplicatii

1. Pentru cateva ,,semnale tip” desenate (date sub forma graficd), sa se scrie
expresia lor u(t) si expresia transformatei Laplace a lor U(s).

{\ul {kllz U3

1
x| 7=
b
a >t >t . 4 > t

oo At T 0 0

(impuls unitate) (trepta unitate) (rampa unitate)

u =30 Uy =15 1wy =30 > Uy =4 5 us =10 = €30 > Uy =

S
pu4 AUS Ug
A Uot - - ———
a
—_— t >t > {
o' To o' To 0 To

(impuls translatat cu T,) (treapta translatatd) (rampa translatatd)
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U4 :AS(t—TO)
U, =Ae P
us =U, -y(t=T,)

(trepta translatata) U
U5 =

(impuls translatat cu T,) {

i) e—STO
S
ug =r(t—=T,) -tga = (t-T,)tga - y(t =T,)
rampa translatata 1 _
( p ) U6 -—¢ sT, thL

S2

4“.18
At-- \-
0 T, >
(impuls de duratd)  (impuls exponential) (impuls sinusoidal)
uy = U, [1( -t -T,)] ug = Ac 07T Ly (1 T,)
U _
U7 = 0 (l_e STO) U8 — A e_STO
S s+
uy = U, [y(t)sin ot + y(t — T, )sin o(t — T, )]
(impuls sinusoidal) Uy = Uy — ® . (1 t T ); _2n_ 2=
s+ T 2T,

2. La momentul t=0se inchide k din figura 9.47. Se cere expresia
tranzitorie pentru u, (t).

=
=
=
v
—o
&
5
(=)
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I" R
e S ey
(9
°—I’-v U, =10V ; R=1Q
= gg —N—— L=1H ; M=0,H
S sL g
L 10
in ) Fig.9.47

R le fictive au  valorile:

E,o=E, =Li, =L RO =10V si E3y=Mi, =1V. Curentull (s)si

tensiunea U, (s) au expresiile: I'(s) =28 S

Uz(S) :SMI'(S)_E:;O :O,IS[%+E]_1 = 0’5 —)uZ(t) :O,S'Y(t)
S S S

3.Circuitul din figura 9.4.8 functioneaza in regim permanent. La momen-

a tult = Ose deschide contactul k. Se cer
. 11' i, expresiile curentilor 1;§i 1,.
Io@) R, ‘r R, % R;=2R, =2Q
) VoA L,=2L, =2mH
L L I, =3A
Fig.9.48

In nodul (a) concuri o sursa de curent
si laturi cu bobine, deci va apare o
comutatie fortata: i;(0—) =1,(0-) = 0 ,bobinele erau suntate de k, iar
11(04+)+1,(0+) =1, ,deci are loc o comutatie fortatd,cei doi curenti i;si
1, vor avea un salt in momentult = 0.

Aplicam (9.74) pe curba I':

Liijg. —Laiye =Liiyg, —Ljipg,

or(0-) Or(04)
) di d
11 +12 _IO —> %——%
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. R _t

S °R,+R,
au. —>
Tozﬂzlms 12:I Rl —Ae_%o
R;+R; °R,+R,

R,I R, I
q)r(o_)=®1—(0+)—>O:L1(A+¢J_L2(#_Aj
2

Ry +R Ry +R,
L,R;-L;R
=S A=1, —2 L -2 =
(R +Rp Ly +L;)
. Ly L, . . . o
Daca R_ = R—(r 1=Ts ):> circuitul nu va trece prin regim tranzitoriu
1 2
(A=0).
X o ' 11:1+el()00t ]
In cazul nostru cei doi curenti sunt: a caror reprezentare
’ L -1000t
1, =2-e
este n figura 9.49
A il 4 i2
2

v

v~

Fig 9.49

4.Circuitul din figura 9.50 functioneaza in regim permanent iar la
momentul t = 0se inchide contactul k. Se cere expresia tranzitorie u,(t)a

tensiunii la bornele sursei de curent din schema.

1
. W’/’A\‘m ‘ R, = R3 =40
* * 1
1 . 2 L, =2H
N (G TP S v
Uy R; I, =10A
O 1
Fig.9.50 * k
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Conditiile initiale ale celor doi curenti
110 b sunt:

) R, +R
o=l 1R, A
R @ []* e
=T, — L _9p
£R,+R, +R;

Sursele fictive care se introduc in schema operationald au valorile:
EIO = (Dl() = Llilo +M120 = 18Wb —> EIO = ISV

sM
Eio s, S Ey Ugs
16
401
3 /_
8
0 "t

Fig 9.51

Schema operationala din figura 9.51 o rezolvam prin metoda curentilor
ciclici; alegem latura cu sursd ideald de curent drept coarda,

I 10
deci:I; =—£ =~ iar ecuatia pentru ochiul al doilea este:

s s
L [(R;+R,)+s(L; +L, —2M)]+1, (R, +sL; —sM)=E,, —E,,
v 2(s+10)
s(s+6)
Tensiunea U, (s), scrisd pe latura din stdnga are expresia:
8s+ 80
Ry+sL)I; +sMIl, —U, =E;; > U,(s) = -
(R L » —Ug =Ey ¢ (8) 616
80 32 ¢ 1 6t
2> u,(t)=—+—e  =—{40-16¢ y(t
(=" 22 Jv(o

a cdrel expresie U, (t) este reprezentatd in figura 9.51.
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5. In circuitul din figura 9.52 se inchide k iar dupa stabilizarea regimului
permanent se deschide din nou k. Se cer expresiile tranzitorii ale curentilor
in cele doua regimuri tranzitorii.

— i3 R, =R; =100Q
. R3 Ll = L3 = 0,1H
®.kE C, =250uF
L, L, =0,05H
5 E =100V

Fig 9.52

a)Pentru primul regim tranzitoriu, conditiile initiale Tnainte de a inchide k
sunt nule:
T -0 - _9 _
ELO_L10_0 N ECO_sC_O
Impedanta operationala in raport cu bornele sursei (circuit operational pasiv,

(R3 + SL3{SL2 + L

SCzJ _ (100 +0,1s)(0,25% +100s + 8000)
B 2
R; +s(L, +L3)+C1 0,155% +100s + 4000
sL2

Z(s)= (R, +sL, )+

Curentul tranzitoriu debitat de sursa (operational) are expresia:
E(s) 10% 05 -05 0,83 0,83
L()=—"—=—S"=—"+ + +
Z(s) Z(s) s s+1000 s+400 s+100

iar originalul sau este de forma:

i) (1) = 0,5—0,5¢ 710001 1 0 g3(e 400t , o100t )
fn regim permanent (t — oo)se vor stabiliza curentii:
I, =13, =05A 5 i, =0 ; ug, =Rsiz, =50V
b)Pentru al doilea regim tranzitoriu (se deschide k) conditiile initiale sunt

date de valorile de regim permanent ale regimului precedent :
i3_ =05A 5 iy =0 ; uc, =50V ; @30 =Ljiz =0,05Wb

Dupa deschiderea lui k, in schema operationald raman doar laturile 2 i 3 ca
in figura 9.53.
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Curentul operational este: (E,y = L,i59- =0):

I4(s) = SE30 +Uco _ 0,05s + 50 _
3 - - 2 b
52(L2+L3)+SR3+L 0,152 +100s + 4000
CZ
0,549 0,216
I3(s) = -

s+42,7 s+624
i3(t) = (0,549e‘42’7t ~0,216¢ 524 ) ¥(t)

Valoarea curentuluiiz(t) la

I3(s) momentul 0_ era:
> | 13(0-) =0,5A 1iar la momentul
U (s) é'lslco R, 0, este:
<N T < 1
Lo i5(0,) = limsl;(s) = 0,333 = —
I I S—> 3
kS ‘\\/' B UL () deci bobina L; va suferi o
L comutatie fortatd (L,si L5 cu
sL, 53 conditie diferitd la 0- au ajuns
< in serie, figura 9.53). Aplicam
Fig.9.53 teorema conditiei initiale (9.76)

pentru curba I :

Or(0_)=Dr(0,) > Lyiyg_ +L3izg_ =Ljipg, +Lsis,;

i30+ = i20+ = 0,333A :%

0+0,1-0,5 = (0,05+ 0,1)-l
= 3
0.0 T os

Deci se verifica teorema conditiilor initiale pentru comutatia fortatd a lui L,
st Ls.
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6. Sa se arate in ce conditii un circuit de derivare (integrare) opereaza
corect.

C =
1 C
-\ R u " -
N A A TR )
2
a) b)
Fig.9.54

Pentru circuitul de derivare din figura 9.54-a, daca R<<, se poate scrie:

ulzljidt—nzcdﬂ

C dt

u, =Ri=red_; 0
d O de

Deci tensiunea de iesire u, este proportionald cu derivata tensiunii de
intrare.

Dar u, este de valoare foarte mica si trebuie amplificata ca in figura 9.54-b
Cu transformata Fourier putem scrie:

R jot
Up(@) = ————U,(0) = U, ()
R4+ 1+ jor,
joC
Functiile de transfer ale circuitului sunt:
. . jot
Hijea =J0T, 5 Hey = 1+ >
+jor,
IgH -
) . In figura 9.55 se vede ca circuitul de
,--1deal . ) )
derivare real se apropie de cel ideal
0.1 ] 10 pentru ot, <<1, respectiv daca
T - > WTo
’ 1 . .
/'/-real_ R << o’ conditie ca sa realizam o
. ®
. Fig.9.55 buna derivare.

Pentru circuitul de integrare din figura 9.56-a daca R>>, se poate scrie:
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U ;Ri—)uZ :éj‘idtzéj‘ul dt:LJ‘ul dt
TO

C
R -
- R N
u, /i \) = C u, @1 S,
< + u2>
a) Fig.9.56 b)

Tensiunea u,este integrala lui u(t)dar este foarte micd si trebuie

amplificata ca in figura 9.56-b.
Cu transformata Fourier putem scrie:
b
joC
Uy (@) ="
R+—
joC
Functia de transfer pentru circuitul de integrare este:
1 1

Eideal =" 50 Hipeq = ;
JjoT, 1+ jot,

Uy ()= j%gl«o)

1+ jor

o

AlgH

Cele doua functii se apropie ca in

R figura 9.57 daca:
0,1 1 10

< cideal

Fig9.57 [Tl

> WT 1
° 01, >>1<oRC>>1->R>>—,
oC
care este ipoteza pentru a se realiza o

buna integrare.

7. Unui circuit RL 1 se aplica un impuls triunghiular ca in figura 9.58-b. Se
cere raspunsul i(t).

iei R AU, o A f(t)y (t-t,)
X =u, L 7 E g E t
e 6‘&3«\2"1"0 o 0 l {1 l ) g
) b) 0 \\/2/\ C) f(0+) f(t)S (t'tl)
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Semnalul u;(t) de forma unui impuls triunghiular se considerad ca provine

din suprapunarea a trei semnale rampd, ca in figura 9.58-b, (unde
U

tgo = —2):
g T, )
UO
0 (0) = 26 9() = 26 =Ty ) y(t = To) + (£ 2T, ) - y(t = 2T,
o
U T R
semnal care admite transformata Laplace: U;(s) = T—O . Lz(l —e T )
o S

Functia indiciala (raspunsul tranzitoriu, raspunsul la treapta unitate) pentru
circuitul RL este de forma (9.107):

f(t)=%(1—e_%°] ; (To =%j ; f(0)=0; f'(r):%e_%o

Atunci raspunsul calculat cu (9.100) se scrie sub forma:

t
. §) -7
xe(© =it =7 [ (t-ox Too -yt —dn—
°
. unde :
1
t t<T, :1,=1,=0
2U0 _% 012 3'
~TT (t—1-T,)e /™ -y(t—1-T,)dt + te(T,,2T,):i53 =0
° t>2T, ri=i, +i, +ij

ip

+

U t y
s J-(t—r—2T0)e %0 -y(t—1—2T, )dt;
LT,

0

i3
Efectuand integralele Duhamel din expresia precedentd se obtine expresia
finala a raspunsului:
t-T,

U -t T
i(t)=—02"0 | t—1_ +1,e o (O +2 T + T, —t—te © |y(t—T,)+

LT,

2T,

+Hlt—1, —2T, +1,e  © |-y(t—2T,) |;

Cu transformata Laplace calculul curentului ar fi presupus:
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I(s) = Ui(s) = Yo 1.1 (1 —e_STO)Z — i(t) ca avand aceeasi expresie
Z(s) T, s* R+sL

ca si prin metoda precedenta.

8. Circuitului din figura 9.59 i se aplicd un impuls exponential de tensiune la
poarta de intrare. Se cere raspunsul circuitului, tensiunea la poarta de iesire

u.(t) , calculata prin trei metode.

R
. 1 . .
Fig.9.59
R =1kQ

T = RC = 0,1sec— este constanta de timp a circuitului.
C=100pF

T, =0,02sec -4 . o
u; =Ug e 7 ° - expresia semnaluluide intrare
U, =10V

a)in domeniul timp, cu integrala Duhamel, se evalueaza succesiv:

o Ry Y 1
— functia indiciald: f(t)=1-¢ "RC =1-¢ /T; £(0)=0; f (1) == T
— raspunsul scris cu (9.100) este:

t t t—1

u,(t) :ui(t)-f(0+)+Jui(t—r)f'(r)dr = JAer_TO -%e Tdr =
0 0
11

t 20
_Uo M, Je {3+ 4o = YoTo [/ . /J

T T,-T

5

0
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A Numeric se obtine expresia:

u,(t) = 2,5(6_10t —e_SOt) ;

functie care este reprezentata n
figura 9.60.
Daca T =T, atunci:

e(t)—— e I Odr = T°t e

0

b)Aceeasi problema rezolvata operational cu Laplace, presupune:

Si
I(s) = U;(s) B U, B sCU, B R

el ] e o

Tensiunea de iesire scrisa operational este:

U, TT
Ue® =10 = - L
1 1 T T,-T 1 1
S+— || s+ St S+t
T, T T, T
si revenind in timp: u.(t) = [ /T ]

c)Se poate aplica si transformata Fourier, semnalul de intrare admite
transformatd Fourier (1im u;(t)=0 ; u;(0-) = 0 —transformata Fourier

t—o0
unilaterald).
. U;(jo) U 1
I(jo)=— T = > ; U (jo) = I(Jw)
R + . 1 1 J(D
— |jo+— |R+——
joC T, joC

Desi calculul seamana cu regimul permanent sinusoidal, revenirea insa in
domeniul timp se face altfel. Putem folosi fie tabelele de corespondenta de
la transformata Laplace pentru s = jo, fie transformata Fourier inversa:
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2y 4 ’

—joo

joo t
1 Coo i ) U.T - -t
sc0= g U o= 2 [
0]

2mj Y reziduri

9. Circuitului din figura 9.61 1 se aplicd la intrare tensiunea:

u; (t) =100(1 - e_zt). Se cer expresiile curentilor 1;(t) si 1,(t).

i Ry i
o> M R, =2R, =2Q
*
u; L3¢ []r, L, =L, =2H
( M=.L,L, =+2H
a)

Fig.9.61
I's) Ry
1
] } M
1
. _SQD SLI sL» R»

Fig.9.61 o) Ls)

Pentru a calcula functia indiciald f(t) presupunem ca la intrare
aplicdm in loc de u;(t), functia treaptd unitate y(t)pentru care imaginea

1 . . .
Laplace este— si schema operationala este cea din figura 9.61-c.
s

[} ' 1
R, +sL)[; +sMI, =— . . ¥
( 1 1)1 2Ty o :S—H_nl:l_%eézf(t)

. : ! 1 2
sMI; +(R, +sL, ), =0 A58+

Solutia obtinuta: i'l (t) = f(t) este raspunsul tranzitoriu al circuitului .
Atunci in domeniul timp, cu integrala Duhamel vom scrie succesiv:

X, (t) = u;(t) =100(1—e'); X;(t)=200-¢7%
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t
i(t) = x, (t) = x; (O () + | x; (OF(t—1)d7;
0

t 1 —
— ()
n(t):0+_[200- ezr[%ie 2 }r: 50(1—e‘2t)—%)e‘2t +1—?f)e‘t]y(t)

0
Curentul in secundar se poate evalua operational:

I,(s) = RLMs) = Sﬁh(s) —i,(t) = L [I,(s)]

2+SL2 1+s




