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9.4 Comutaţii forţate 

 
Comutaţii forţate(ideale, impropii) într-un circuit sunt cele la care nu 

se respectă condiţiile(9.4), (9.8) respectiv )t(iL şi )t(uC nu mai sunt 
variabile de stare, controlate, ele pot avea variaţii prin salt, discontinuităţi .O 
comutaţie forţată apare într-un circuit dacă: 

• în urma comutaţiei două bobine L1 şi L2  
      cu “istorie” diferită ( −− ≠ 2010 ii )ajung în 
      serie, deci : ++ = 2010 ii . 
• în urma comutaţiei o bobină ajunge în se- 

            rie cu o sursă ideală de curent, chiar dacă: 

−− ≠ osco ii , imediat după comutaţie : 

 ++ = osco ii . 

• într-un nod b de circuit  (figura 9.36) concură doar laturi cu bobine şi 
cu surse ideale de curent. Rămâne adevărată T1K: ∑

∈
− =

b nodk
ko 0i  

şi ∑
∈

+ =
b nodk
ko 0i , numai că diferiţii curenţi vor prezenta 

discontinuităţi                                                                                                               
• două condensatoare cu “istorie” diferită ( −− ≠ o2co1c uu ) ajung în 

paralel, deci: ++ = o2co1c uu  . 

• un condensator ajunge în paralel cu o sursă ideală de tensiune : 
−− ≠ ooc eu  dar ++ = oc eu . 

• O buclă formată numai din laturi cu condensatoare şi surse ideale de 
tensiune pentru care T2K înseamnă : ∑

∈

=
−

ochi  k
k 0u o  şi ∑

∈

=
+

ochi  k
k 0u o , 

numai că diferitele tensiuni vor avea discontinuităţi de  la −= 0t  la 

+= 0t . 
În astfel de comutaţii curenţii )t(iL au discontinuităţi care duc la impulsuri 
de t.e.m. cu valori foarte mari la bornele bobinelor iar discontinuităţile 
tensiunilor )t(uC duc la impulsuri foarte mari de curent prin condensatoare. 
De fapt egalizarea condiţiilor iniţiale la += 0t  se realizează prin aceste 
impulsuri . 

<<

Fig.9.36  

b
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9.4.1 Teorema condiţiilor iniţiale pentru comutaţii forţate la 
condensatoare 
 
Fie o sectiune 1∑  ce conţine numai laturi cu condensatoare (figura 9.37). 

Curentul prin latura k este
dt

dq
i k
k =  iar sarcina de pe armătura lui Ck va fi: 

( ) ∫∫ +==
∞−

t

t

''
kok

t
'

ktk

o

dt)t(i)t(qdt)t(iq                                 

.                                                    (9.69) 
momentul t’ fiind oarecare: ( )t,'t ∞−∈  

iar '

'
k

k
'

k
dt

)t(duC)t(i = . Cum pentru 

toate laturile ce converg în secţiunea  
 1∑  este valabilă T1K, putem scrie: 

                  ∑∑∑
∑∈∑∈∑∈

==⇒=
111  k 

kk
 k 

k
  k

'
k ct    )t(uC     )t(q     0)t(i             (9.70) 

Cum (9.70) este valabilă pentru orice moment “t”, ele rămân valabile şi 
pentru momentul iniţial (momentul comutaţiei to): 
  
               ∑∑∑

∑∈
+

∑∈
−

∑∈

=↔=
111  k 

k
 k 

k
 k 

ok     )0(q    )0(q  ct   )t(q          (9.71) 

Relaţia reprezintă teorema condiţiilor iniţiale pentru condensatoare aflate în 
comutaţie forţată. La comutaţii naturale pentru fiecare condensator în parte 
era adevărat că: 

+−
= oo qq  (relaţia 9.9) iar la comutaţii forţate doar suma 

pentru toate condensatoarele ce converg într-un nod(sau într-o secţiune 
1∑ )este continuă în jurul momentului 0t = (relaţia 9.71). 

 
9.4.2 Teorema condiţiilor iniţiale pentru comutaţii forţate la 
bobine 
                                                  
 Considerăm o buclă Γ (un ochi p) care cuprinde cel puţin două 
bobine aflate în comutaţie forţată (figura 9.38). 

Tensiunea la bornele bobinei Lk este:
dt

du k
k

Φ
=  iar fluxul prin bobina Lk  

se poate scrie astfel:   

C

2

1

k

1

2R

Fig.9.37C
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                      ( ) ∫∫ +Φ==Φ
∞−

t

t

''
kok

'
t

'
kk

o

dt)t(utdt)t(u)t(                    (9.72) 

momentul 't  fiind oarecare ( )t,t ' ∞−= . Pentru bucla Γ din figura 9.38 sau 
pentru ochiul p din figura 9.36 , T2K ne dă :                                     
              ( ) ( )∑ ∑∑

Γ∈ Γ∈Γ∈

==Φ→=
  k   k

kkk

)p(    
  k

'
k       cttiL    t         0)t(u           (9.73) 

 Cum (9.73) sunt adevărate pentru orice moment t, ele rămân valabile 
şi pentru momentul iniţial to (sau 0t = ): 
             ( ) ( ) ( )∑ ∑∑

∈ ∈
+−

∈

Φ=Φ→=
ochi  k ochi  k

kk
ochi  k

okk   00    cttiL             (9.74) 

Relaţia (9.74) reprezintă teorema 
condiţiilor iniţiale pentru bobine aflate 
în comutaţie forţată.La o comutaţie 
naturală fluxul magnetic Φk şi curentul 

kLi  ale fiecărei bobine sunt variabile 

de stare: 
+−

Φ=Φ oo  şi +−
= oLoL ii  . 

La comutaţii forţate doar suma 
fluxurilor pentru toate bobinele din 
bucla Γ (sau din ochiul p) este 
continuă în jurul momentului de 
comutaţie 0t = . (relaţia 9.74) 

9.4.3 Aplicaţie 
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 Pentru circuitul din figura 9.39 contactul k se deschide la 
momentul 0t = , condiţia iniţială a celor două bobine este: 

−−
≠ 2010 ii . La 

momentul += 0t  cele două bobine ajung în serie dar cu curenţi diferiţi prin 
ele şi vor avea aceeaşi condiţie iniţială +oi , unde: 
                                        

−−+
≠≠ 20100 iii                                              (9.75) 

Ecuaţia de tensiuni scrisă pentru schema operaţională a circuitului din figura 
9.39-b este: 
        ( ) ( ) ( )

+
+++=+++ 021212121 i LL)s(E)s(E)s(IRR )s(ILL s     (9.76) 

Conform cu relaţia  (9.74):   )0()0( +− ΓΓ Φ=Φ ,  deci: 

           ( )
21

202101
0021202101 LL

iLiL
i    i LLiLiL

+

+
=→+=+ −−

++−−
       (9.77) 

În urma comutaţiei ( 0t = ) curenţii din cele două bobine vor avea un salt : 

                              
( )

( )
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               (9.78) 

Fluxul magnetic total al ochiului care cuprinde cele două bobine  aflate în 
comutaţie forţată va avea o variaţie continuă în jurul momentului 0t = : 

           

( )
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    (9.79) 

 T.e.m indusă în ochiul Γ ce cuprinde cele două bobine este: 

                     0
tt

e )0()0( =
Δ

Φ−Φ
−=

Δ
ΔΦ

−= −Γ+ΓΓ
Γ                               (9.80) 

dar la bornele fiecărei bobine se induce câte un impuls de t.e.m, dar cele 
două impulsuri 10e  şi 20e sunt în opoziţie : 0eee 20100 =+= . 
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                (9.81) 

Cele două impulsuri mari de t.e.m solicită însă izolaţia între spirele 
bobinelor . 
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Observaţie: 
Dacă sursele fictive corespunzatoare condiţiilor iniţiale pentru elementele L şi C se 

calculează cu valorile la −= 0t  :(
−− 00 LC i,u ), atunci schemele operaţionale permit să 

obţinem soluţia corectă, indiferent de tipul comutaţiei (naturală sau forţată).  
 

 
9.5 Analiza operaţională a circuitelor electrice în regim 
tranzitoriu pe baza transformatei Fourier 
 

Clasa funcţiilor care admit transformată Fourier este mai mică decât 
clasa funcţiilor care au transformată Laplace. 

Transformata Fourier (imaginea Fourier) bilaterală pentru o funcţie  
original f(t) se defineşte prin:         

                           ∫
+∞

∞−

ω=ω−=ω dte )t(f)j(F)j(F tj-*                                 (9.82) 

Pentru ca o funcţie f(t) să admită transformată Fourier trebuie : 
• să satisfacă condiţiile Dirichlet (discontinuităţi finite, număr finit de 

 intervale de monotonie). 
• să fie absolut integrabilă pe intervalul ( )∞∞− , , respectiv integrala 

 ∫
+∞

∞−

dt )t(f să fie convergentă; aceasta impune anularea funcţiei pentru 

0)f()f(-  ,  t =+∞=∞±∞→   respectiv funcţia f(t) să nu persiste în circuit 
(să fie amortizată) şi exclude posibilitatea ca funcţia f(t) să fie periodică (cu 
perioadă finită). Pe scurt, doar semnalele de tip impuls (şi care nu se repetă 
periodic) admit transformată Fourier.  
 Pentru funcţii nule la 0t < , transformata bilaterală (9.82) devine o 
 transformată Fourier unilaterală :                                        

                                       ∫
+∞

ω=ω

0

tj- dte )t(f)j(F                                       (9.83) 

expresie ce seamănă cu (9.48) care definea transformata Laplace; motiv 
pentru care se spune că transformata Fourier unilaterală se obţine din 
transformata Laplace a acelei funcţii pentru ω==ωω= jsF(s))(jF  ; js ,  cu 

condiţia ca f(t) să admită transformată Fourier. 
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 Sursele corespunzătoare condiţiilor iniţiale pentru o bobină sunt de 
tip impuls: )t(Li)t(e ooL0 δ⋅=δ⋅Φ= , deci admit transformată Fourier iar 

cele pentru condensatoare: )t(ue 00 CC γ⋅−=  sunt de tip treaptă şi nu admit 
transformată Fourier. Din acest motiv analiza operaţională Fourier este 
destinată circuitelor liniare aflate în condiţii iniţiale nule. 
 Transformata Fourier inversă (integrala Fourier) este: 

                                ∫
∞

∞−

ω ωω
π

=

j

j

tj dje )j(F
j2

1)t(f                                     (9.84) 

care poate fi privită ca o descompunere a funcţiei neperiodice, de tip impuls 
f(t) într-o infinitate de componente sinusoidale (reprezentate în complex) cu 
pulsaţii ce iau toate valorile ( )∞∞− , , deci are un spectru continuu (la 
semnale periodice aveam dezvoltare în serie Fourier şi spectrul era discret). 
Modulul )j(F)(F ω=ω se mai numeşte densitatea spectrală a 
amplitudinilor. Din acest motiv analiza operaţională Fourier se mai numeşte 
analiză spectrală. 
     Dacă o funcţie g(t) poate fi descompusă într-o componentă pară )t(gp şi 
alta impară )t(gi : )t(g)t(g)t(g ip += , atunci:  

• transformata Fourier a unei funcţii reale şi pară de t este o funcţie 
 reală şi pară de ω: 

          ∫ ∫
+∞

∞−

∞
ω ω==ω

0

p
tj-

pp dt tcos)t(g2dte )t(g)j(G                       (9.85) 

• transformata Fourier a unei funcţii reale şi impare de t este o funcţie 
 impară şi imaginară de ω: 

               ∫ ∫
+∞

∞−

∞
ω ω−==ω

0

i
tj-

ii dt tsin)t(g2jdte )t(g)j(G                        (9.86) 

respesctiv: 
( )[ ] );(R)j(G jG Re p ω=ω=ω     ( )[ ] );(jX)j(G jG Im i ω=ω=ω          (9.87) 

iar transformata inversă înseamnă: 

          ∫∫
∞∞

ωωω
π
−

+ωωω
π

=

00

d tsin)(X 2      d tcos)(R2)t(g                    (9.88) 
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relaţie care reprezintă forma trigonometrică a dezvoltării în integrală 
Fourier, analog cu dezvoltarea în serie Fourier. 
 Descompunerea unei funcţii f(t) în componentă pară şi impară atrage 
după sine descompunerea transformatei Fourier într-o componentă reală 
R(ω) şi una imaginară X(ω): )(jX)(R)j(F ω+ω=ω  iar modulul şi faza 
transformatei sunt: 

                      [ ]22 )(X)(R)(F)(F ω−+ω=ω−=ω           

                      )(
)(R
)(Xarctg)( ω−ϕ−=

ω
ω

=ωϕ                                            (9.89) 

La seria Fourier kA  şi kB  se măsoară în V sau A iar la transformata 
Fourier R(ω) şi X(ω) se măsoară în HzV sau HzA . 
 Aplicarea metodei operaţionale Fourier la studiul unui regim tranzi-
toriu presupune: 

• Transformata Fourier unilaterală are proprietăţile transformatei 
 Laplace pentru ω= js  (dacă există transformata) şi prezintă interes practic 
dacă se cunosc impedanţele operaţionale ale elementelor 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω

=ω==
Cj

1  Z,  Lj  Z,  RZ CLR prin analogie cu impedanţele operaţio-

nale Laplace ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

sc
1  ;  sL  ; R . Deosebirea faţă de regimul permanent sinu-

soidal constă în faptul că acolo ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω

ω
Cj

1  ,  Lj ,  R erau numere complexe iar 

aici sunt funcţii complexe de (jω). Aici,  pentru o structură mare de circuit, 
impedanţa operaţională )(jX)(R)j(Z ω+ω=ω se poate determina şi pe cale 
experimentală (prin puncte) făcând măsurarea impedanţelor ca şi în regim 
sinusoidal dar pentru diverşi ( )[ ]∞∈ωω ,0  . 

• Deoarece pentru ∞→t toate mărimile trebuie să tindă la zero, 
înseamnă că se pot studia numai acele 
regimuri tranzitorii care nu au 
componentă permanentă. 

• Dezvoltarea în integrală Fourier fiind interpretată ca o descompunere 
 în componente armonice (sinusoidale) elementare, studiul se face aplicând 
teorema superpoziţiei. 

• Considerăm un dipol liniar, pasiv şi în repaus pentru 0)t(x( i =  t < 0) 
căruia i se aplică la momentul 0t =  mărimea de intrare )t(x i a cărei 
transformată Fourier este:  

xx ei  
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                               ω=

∞
ω−∫ ==ω js

0

i
tj

ii )s(X  dt e )t(x)j(X                      (9.90) 

Dacă )j(H ω este  funcţia de transfer a dipolului, atunci transformata Fourier 
a mărimii de ieşire este: )j(X)j(H)j(X ie ω⋅ω=ω iar mărimea de ieşire se 
scrie sub forma:  
                         

∫∫
∞

∞−

ωω
∞

∞−

ωω
π

=ωω⋅ω
π

=

j

j

tj
e

tj
ie dj e )j(X

j2
1  d e )j(X)j(H

2
1)t(x             (9.91) 

)j(H ω poate avea caracter de: impedanţă, admitanţă sau funcţie complexă 
după cum ix şi ex sunt ambele tensiuni sau curenţi sau una tensiune, 
cealaltă curent.  

• Avantajul metodei operaţionale Fourier constă în faptul că se 
 operează cu funcţii de circuit )j(H ω formal identice cu cele din regimul 
permanent sinusoidal dar care pot fi determinate pe cale experimentală la 
diverse frecvenţe (ω) şi apoi le aproximez analitic. Funcţia )j(H ω  se 
interpretează ca răspunsul circuitului la o excitaţie sub formă de impuls 
Dirac: dacă  )t(x i δ=  , atunci  1Xi =   iar  )j(HXe ω= . 

 
Aplicaţie:  
 Unui circuit RL aflat în condiţii iniţiale nule i se aplică la momentul 

0t =  un impuls dreptunghiular de tensiune. Să se determine răspunsul i(t) . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Semnalul )t(u i  se consideră că provine din superpoziţia a două drepte 
translatate  (figura 9.40-c): 
                                [ ])Tt()t(U)t(u ooi −γ−γ=                                     (9.92) 

u

L

i

i

R

u i

Uo

t
0 To

u i

Uo

t
0

To

Uo

(1)

(2)
c)a)

b)
Fig.9.40  
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şi fiind un semnal impuls satisface condiţia de a avea transformată Fourier: 

          ( )o

o
Tj

T

0

otj
o

tj
ii e1

j
U

dteUdte)t(u)j(U ω−ω−
∞

∞−

ω− −
ω

===ω ∫∫           (9.93) 

Impedanţa operaţională a circuitului este: LjR)j(Z ω+=ω  iar răspunsul 
circuitului este: 

                    ( )oTjoi e1
)LjR(j

U
)j(Z
)j(U

)j(I ω−−
ω+ω

=
ω
ω

=ω                        (9.94) 

Pentru a determina răspunsul original i(t) vom descompune pe I(jω) în 
fracţii simple: 

     ( )oTjo e1

L
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1
j
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R
U

)j(I ω−−⋅
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎢
⎢

⎣

⎡
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−

ω
=ω  

Deci curentul absorbit ( originalul lui )j(I ω ) va fi: 
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 (9.95)    

 
 
    

 
 
 

 
 
 
 
 

9.6 Analiza circuitelor electrice în regim tranzitoriu în domeniul 
timp 
 

Metodele de analiză în domeniul timp se aplică circuitelor liniare, 
pasive şi aflate în condiţii iniţiale nule, atunci când la intrare se aplică un 
semnal )t(x i nu prea complicat ca formă sau îl pot aproxima prin 
suprapunerea unor semnale cu variaţie simplă. 

Soluţia este reprezentată grafic în 
figura 9.41; curentul i(t) este 
superpoziţia celor doi curenţi i1 şi 
i2 translataţi cu To. 
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t
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1
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Fig.9.41  



9. Circuite electrice în regim tranzitoriu 267 

 
9.6.1 Răspunsul unui circuit la o excitaţie dată în funcţie de 
răspunsul circuitului la o treaptă unitate (metoda integralei 
Duhamel) 
 
Semnalul de intrare )t(x i îl descompunem într-o succesiune de trepte 
retardate cu câte dτ şi de înălţimi idx (ca în figura 9.42-b,c) în care : 

ττ= d)(xdx '
ii   iar prima treaptă: )t()0(xi γ⋅+  este dată de valoarea 

semnalului de intrare ix în momentul 0t = . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Semnalul de intrare )t(x i se scrie ca o superpoziţie a acestor trepte retardate. 

                     ττ−γ⋅τ+γ= ∫+ d)t()(x)t()0(x)t(x
t

0

'
iii                             (9.96) 

 Dacă se cunoaşte răspunsul circuitului dat f(t) la semnalul treaptă 
unitate aplicat la intrare γ(t), atunci putem determina răspunsul la orice 
semnal aproximabil prin trepte. Funcţia f(t) care reprezintă răspunsul la 
treapta unitate se numeşte răspuns tranzitoriu (funcţie indicială) şi poate fi 
calculată pentru un circuit dat prin orice altă metodă. 

)t(f)t( →γ    -răspunsul la treapta unitate 
)t(Af)t(A →γ -răspunsul la treapta de  înălţime (valoarea) A. 

)t(f )(x)t( )(x '
i

'
i τ−τ→τ−γτ -răspunsul la treapta translatată cu τ şi  

                                                  de valoare )(x '
i τ . 

Atunci, aplicând teorema superpoziţiei, răspunsul la semnalul 
)t(x i aproximabil prin trepte sub forma (9.96) va fi: 

                        ττ−τ+= ∫+ d )t(f )(x)t(f )0(x)t(x
t

0

'
iie                         (9.97) 
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Printr-o schimbare de variabilă,  produsul de convoluţie din (9.97) se scrie 

sub forma:       τττ−+= ∫+ d )(f )t(x)t(f )0(x)t(x
t

0

'
iie                         (9.98) 

iar integrând prin părţi în (9.97) şi (9.98) se obţin formele duale: 

                        ττ−τ+= ∫+ d )t(f )(x)0(f )t(x)t(x '
t

0

iie                        (9.99) 

                        τττ−+= ∫+ d )(f )t(x)0(f )t(x)t(x '
t

0

iie                      (9.100) 

 Formele (9.99) şi (9.100) se pot aplica şi când semnalul )t(x i are 
discontinuităţi de prima speţă întrucât  nu apare derivata sa.Deasemenea se 
preferă una dintre cele patru forme de calcul a răspunsului (9.97, 9.98, 9.99, 
9.100 ) în funcţie de forma lui )t(x i şi funcţia indicială f(t), respectiv care 
dintre aceste relaţii duc la un volum minim de calcul. 
 
Observaţii:  

Dacă F1(s) si F2(s) sunt transformatele Laplace ale funcţiilor )t(f1 şi )t(f 2 atunci 
imaginii )s(F)s(F)s(F 21 ⋅=  îi corespunde (conform teoremei lui Borell) originalul f(t) dat 
de un produs de convoluţie: 

                                  ∫∫ τττ−=ττ−τ=
t

0
21

t

0
21 d)(f)t(fd)t(f)(f)t(f                                (9.101) 

iar funcţiei imagine : )s(F)s(F s)s(F 21 ⋅= , conform teoremei lui Duhamel, îi corespunde 

originalul:                     ∫ ττ−⋅τ⋅=
t

0
21 d)t(f)(f

dt
d)t(f                                                   (9.102)  

Expresia (9.102) dezvoltată duce la formele (9.97)….(9.100). 
Dacă la intrarea unui circuit aflat în repaus  se aplică la momentul 

0t =  o treaptă de tensiune γ(t), atunci la ieşire apare curentul f(t). În acest 
caz răspunsul tranzitoriu al circuitului f(t) reprezintă o admitanţă indicială. 
Aplicând o treaptă  de curent , la ieşire apare tensiunea f1(t) , care este în 
acest caz o impedanţă indicială. Dacă la intrare se aplică o treaptă de 
tensiune şi răspunsul  este tot tensiune )t(f 2 , atunci )t(f 2 este funcţie de 
transfer tranzitorie. 

Dacă imaginea treptei unitate este 
s
1  iar F(s) este imaginea lui f(t), 
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atunci când se aplică u(t) şi răspunsul este i(t), putem scrie :      
)s(Y)s(U)s(I = . 

Răspunsul tranzitoriu scris cu Laplace este :
)s(U
)s(I

s
1)s(Y

s
1)s(F == , 

respectiv răspunsul i(t) este de forma (9.102). 

    ∫∫ ττ−τ=ττ−τ=→=
t

0

t

0

d)t(u)(f
dt
dd)t(f)(u

dt
d)t(i)s(U)s(sF)s(I   (9.103) 

Dezvoltând (9.103) se obţin chiar expresiile (9.97), (9.98), (9.99) şi (9.100). 
 Metoda integralei Duhamel este utilă mai ales atunci când se 
cunoaşte expresia funcţiei indiciale (răspunsul tranzitoriu ) f(t). Logica 
metodei s-ar prezenta sub forma :” Vrei să ştii cum răspunde circuitul la un 
semnal )t(x i ? Spune-mi cum răspunde circuitul la o treaptă unitate (adică 
cine este f(t)) , c-apoi îţi spun eu cum răspunde  la orice semnal )t(x i  
aproximabil prin trepte translatate”. 
 
Circuitul RC: Dacă se conectează la o sursă de tensiune continuă de valoare 

vE atunci )t( E)t(u γ= iar răspunsul în curent i şi în tensiune Cu este de 
forma: (9.26) şi (9.27): 

                           RC
t

e  
R
Ei

−
=                       )e1(Eu RC

t

C
−

−=             (9.104)  

     Când se aplică o treaptă unitate ( )V1E =  atunci : )t(u γ= şi răspunsul  
tranzitoriu va fi de forma: 

                        RC
t

i e  
R
1)t(f

−
=              ;          e1)t(f RC

t

u
−

−=          (9.105) 

Circuitul RL : Cuplarea circuitului la o tensiune continuă : )t(Eu γ⋅= , are 
răspunsul de forma: (9.16), (9.18): 

                       )e-(1  
R
Ei

 t
L
R

−
=         ;       

t 
L
R

L e E
dt
diLu

−
==           (9.106) 

A aplica o treaptă unitate de tensiune este echivalent cu a cupla circuitul la o 
sursă cuE =1V,răspunsul tranzitoriu în curent )t(fi şi în tensiune )t(fu vor fi:  

            )e -(1 
R
1)t(f

t
L
R

i
−

=         ;        e)t(f
t

L
R

u
−

=             (9.107) 
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Dacă semnalul de intrare )t(x i  
prezintă discontinuităţi ca în 
figura 9.43 , atunci răspunsul 
circuitului calculat cu integrala 
Duhamel este de forma : 

        
 
 
         

        [ ]

[ ]
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
ττ−τ+−γ−−+

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
ττ−τ+−γ−−+

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
ττ−τ+=

∫

∫

∫

−+

−+

t

t

'
i222i2i

t

t

'
i111i1i

t

0

'
iie

2

2

1

1

d)t(f )(x)tt( )tt(f )t(x)t(x

d)t(f )(x)tt()tt(f )t(x)t(x

d)t(f )(x)t(f)0(x)t(x

    (9.108) 

Expresia (9.108) este adevărată dacă ne interesează răspunsul la un 
moment 2tt >  iar dacă ne interesează pentru )t,t(t 21

' ∈ atunci ultimul 
termen din (9.108) va lipsi iar la termenul al doilea limita superioară a 
integralei este t’ şi nu 2t . 
 O discontinuitate cu salt (+) ca în momentul 1t ,este privită ca o 
treaptă pozitivă, de valoare egală saltul funcţiei care apare în momentul 1t iar 
un salt (-), ca în momentul 2t , este privită ca o treptă negativă ce apare în 
acel moment.( tratarea discontinuităţilor de speţă I ). 
 
9.6.2 Răspunsul unui circuit la un semnal dat în funcţie de 
răspunsul circuitului la un impuls unitate 
 
Impulsul unitate δ(t) permite exprimarea oricărei funcţii y(t), în punctele ei 
de continuitate, prin integrala: 

                                         ∫ ττ−δτ=
t

0

d)t()(y)t(y                                 (9.109) 

xi

t0 t1 t2t' t
Fig.9.43
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 Aceasta se poate interpreta ca o descompunere a funcţiei y(t) într-o 
succesiune de  componente ( ) )t(d)(y τ−δ⋅ττ reprezentând fiecare câte un 
impuls de arie (valoare) „ ⋅ττ d)(y ” care apare în momentul τ=t , deoarece 
această componentă este nulă pentru t≠τ şi egală cu y(t) pentru t=τ , deci 
o succesiune infinită de impulsuri aşezate alături, fiecare egal cu valoarea 
funcţiei în acel punct. Deci o mărime de intrare )t(x i se poate descompune 
într-o succesiune de impulsuri finite şi retardate sub forma: 

                                        ∫ ττ−δτ=
t

0

ii d)t()(x)t(x                               (9.110) 

 Dacă v(t) este răspunsul unui circuit cu condiţii iniţiale nule la un 
semnal impuls unitate δ(t), numit răspuns tranzitoriu la impuls unitate, 
atunci, ţinând seama de caracterul liniar al circuitului, considerăm că:  

)t(v)t( →δ  - răspunsul la impulsul unitate ce apare în momentul 0t =  
)t(Av)t(A τ−→τ−δ  -răspunsul la impulsul de arie A ce apare translatat  

                                      cu τ  
)t(v )(x)t( )(x ii τ−τ→τ−δτ - răspunsul la impulsul de valoare )(xi τ ce 

                                                   apare translatat cu τ. 
 Cu teorema superpoziţiei, răspunsul la o infinitate de impulsuri 
translatate cu câte dτ, sub forma(9.110) se scrie astfel: 

         ∫ τττ−=
t

0

ie d)(x)t(v)t(x        ;      ∫ ττ−τ=
t

0

ie d)t(x)(v)t(x      (9.111) 

 Aceste relaţii (9.111) se pot aplica numai dacă în intervalul 
( t0 − )funcţia de intrare (excitaţia) )t(x i este continuă. Dacă )t(x i conţine 
un număr finit de puncte de discontinuitate, acestea se separă şi răspunsul la 
acestea (privite ca trepte de tensiune) se calculează separat. 

Un impuls unitate (aria 1= şi durata 
Δt<< )din figura 9.44 poate fi privit ca 
o superpoziţie de două trepte: 

[ ] )t()tt()t(
t

1)t(x '
i γ=Δ−γ−γ

Δ
=        

.                                                              (9.112) 
iar răspunsul v(t) la acest impuls va fi: 

[ ] )t(f)tt(f)t(f
t

1)t(v '=Δ−−
Δ

=                                   

   (9.113) 

i

t
0

x

t

(t)

(t- t)D-

.

.Fig.9.44

1
t

1
t

1
t

γ

γ
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Deci răspunsul la impulsul unitate v(t) este derivata funcţiei indiciale f(t) 
(răspunsul la treapta unitate) : )t(f)t(v '= . 
 
9.6.3 Răspunsul unui circuit la un semnal dat în funcţie de 
răspunsul la un semnal rampă unitate 
 

Semnalul rampă unitate r(t) (de pantă: 1
4

tg =
π ), rampă oarecare (de 

pantă α= tgk )şi rampă translatată, se definesc cum se indică în figura 9.45: 
 
 
 
 
 
 
          
       

           )t(t)t(r γ⋅=              
α=

γ⋅⋅=
tgk

)t(tkxi                  
α=

τ−γ⋅τ−⋅=
tgk

)t()t(kxi  

Dacă se cunoaşte răspunsul unui circuit liniar, cu condiţii iniţiale nule, la 
semnalul rampă unitate r(t) ca fiind g(t), 
atunci semnalul continuu )t(x i se poate 
descompune într-un număr finit (n) de rampe 
translatate (ca o aproximare a unei funcţii prin 
segmente, pe porţiuni): 

                                                ∑
=

τ−γ⋅τ−⋅=
n

0s
sssi )t()t(k)t(x           (9.114) 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−α=

=τ

aproximare de intervale de numaruln
)sa valoarea( rampei pantatgk

rampei  eatranslatar

ss

s

 

Răspunsul circuitului la acest semnal (9.114) va fi o superpoziţie de forma: 

                              ∑
=

τ−γ⋅τ−⋅=
n

0s
ssse )t()t(gk)t(x                           (9.115) 

soluţii care trebuie racordate între ele pe fiecare interval de aproximare. 
Cum între impuls, treaptă şi rampă unitate există legătura: 

                                       )t(r)t()t( ''' =γ=δ                                          (9.116) 

Fig.9.45

p
4

0

r

t 0 t

xi

a
0 t

xi

a
τ

 

0
t

x i

s

1 s
Fig.9.46

ττ
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atunci între răspunsurile tranzitorii la aceste semnale va fi legătura: 
                                       )t(g)t(f)t(v ''' ==                                         (9.117)  
deci este suficient dacă-l cunosc pe unul dintre cele trei răspunsuri 
tranzitorii pentru un circuit dat. 
Observaţii: 

• Problema se poate generaliza, când pe cele n intervale aproximarea nu se face prin 
rampe (segmente de dreaptă )ci prin polinoame de gradul m. Dacă aproximăm 
prima derivată a lui )t(x i  prin segmente (înseamnă a aproxima funcţia )t(x i prin 
arce parabolice) eroarea de aproximare se reduce de 5 ori faţă de aproximarea 
directă a funcţiei. 

• În metode directe mărimile RC=τ şi 
R
L

=τ reprezintă constanta de timp a 

circuitului RC sau RL serie iar în metodele de analiză în domeniul timp, τ este 
variabila de integrare si oτ sau oT sunt utilizate ca notaţii pentru constanta de 
timp. 

 
9.7 Aplicaţii 
 
1. Pentru câteva „semnale tip” desenate (date sub formă grafică), să se scrie 
expresia lor u(t) şi expresia transformatei Laplace a lor U(s). 
            
 
 
 
 
 
 
      (impuls unitate)               (treptă unitate)                 (rampă unitate) 

1U)t(u 11 =→δ=  ;   
s
1U)t(u 22 =→γ=  ; 233

s
1U)t(t)t(ru =→γ⋅==  

     
 
 
 
 
 
 
(impuls translatat cu oT )        (treaptă translatată)         (rampă translatată) 

p
4

0 t

u3

0
t

u2

1

0
tt

1
t

u1

1

0
tt

1

u1

1

 

0
t

u 4

A

To 0
t

u5

To

Uo

0 t

u6

a
To  
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(impuls translatat cu oT ) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−δ⋅=
− osT

4

o4

AeU

)Tt(Au
              

     (treptă translatată)       
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−γ⋅=

− osTo
5

oo5

e
s

U
U

)Tt(Uu
 

     (rampă translatată)       
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

α=

−γ⋅α−=α⋅−=

− tge
s
1U

)Tt(tg)Tt(tg)Tt(ru

osT
26

ooo6
 

            
 
 
 
 
 
 
 
 
       (impuls de durată)       (impuls exponenţial)        (impuls sinusoidal) 
 

     
[ ]

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−γ−γ=

− osTo
7

oo7

e1
s

U
U

)Tt()t(Uu
          

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

α+
=

−γ⋅=

−

−α−

o

o

sT
8

o
)Tt(

8

e
s

AU

)Tt(Aeu
 

 

  (impuls sinusoidal)       
[ ]

( )⎪⎩

⎪
⎨

⎧
π

=
π

=ω+
ω+

ω
=

−ω−γ+ωγ=

−

o

sT
22o9

ooo9

T2
2

T
2    ; e1

s
UU

)Tt(sin)Tt(tsin)t(Uu

o  

2. La momentul 0t = se închide k din figura 9.47. Se cere expresia 
tranzitorie pentru )t(u 2 . 
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⎩
⎨
⎧

==
Ω==
H1,0M   ;   H1L

1R   ;  V10Uo  

       .                         . 
În schema operaţională sursele fictive au valorile:  

V10
R

U
LLiEE o'

o2010 ====  şi V1MiE '
o30 == . Curentul )s(I' şi 

tensiunea )s(U2 au expresiile:               
s

10
s
5

sL

E
s2

U

)s(I
10

o
'

+
=

+
=  

                          

)t(5,0)t(u 
s
5,01

s
10

s
5 s1,0E)s(I M s)s(U 2230

'
2 γ⋅=→=−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +=−=  

3.Circuitul din figura 9.4.8 funcţionează în regim permanent. La momen- 
tul 0t = se deschide contactul k. Se cer 
expresiile curenţilor 1i şi 2i . 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
==

Ω==

A 3I
mH 2L2L
 2R2R

o

21

21

 

.                                 . 
În nodul (a) concură o sursă de curent 
şi laturi cu bobine, deci va apare o 

 comutaţie forţată: 0)0(i)0(i 21 =−=− ,bobinele erau şuntate de k, iar  

o21 I)0(i)0(i =+++ ,deci are loc o comutaţie forţată,cei doi curenţi 1i şi 

2i vor avea un salt în momentul 0t = . 
Aplicăm (9.74) pe curba Γ: 
                             

)0(

202101

)0(

202101 iLiLiLiL

+Γ

++

−Γ

−−

ΦΦ

−=−  

                 
( )⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
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−=→=+

1o2
2

222
1

111

12
o21

iIi   ; 
dt

diLiR    
dt
diLiR

dt
di

dt
di

     Iii
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Sau: 
( ) ( )
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⎪
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⎪

⎨
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−
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=
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IRiRR
dt
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( )( ) 1
LLRR
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A
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2112
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=
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⎟⎟
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⎛
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+
−⎟⎟

⎠
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⎛
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Dacă ( )⇒τ=τ=  
R
L

R
L

21
2

2

1

1 circuitul nu va trece prin regim tranzitoriu 

( )0A = . 

  În cazul nostru cei doi curenţi sunt: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

+=
−

−

t1000
2

t1000
1

e2i

e1i
 a căror reprezentare 

este în figura 9.49 
                  
 
 
 
 
 
 
 
  
 
4.Circuitul din figura 9.50 funcţionează în regim permanent iar la 
momentul 0t = se închide contactul k. Se cere expresia tranzitorie )t(ug a 
tensiunii la bornele sursei de curent din schemă.  
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Condiţiile iniţiale ale celor doi curenţi 
sunt: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
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RRR
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g20
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Sursele fictive care se introduc în schema operaţională au valorile: 

           
⎩
⎨
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=→=+=Φ=
=→=+=Φ=

V10EWb10i MiLE
V18EWb18i MiLE

20102022020

10201011010  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Schema operaţională din figura 9.51 o rezolvăm prin metoda curenţilor 
ciclici; alegem latura cu sursă ideală de curent drept coardă, 

deci:
s

10
s
I

I g'
1 == iar ecuaţia pentru ochiul al doilea este: 
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Tensiunea )s(Ug , scrisă pe latura din stânga are expresia: 

                  
( )

( ) )t(e1640
3
1e

6
32

6
80)t(u

)6s(s
80s8)s(UEUsMIIsLR

t6t6
g

g10g2111

γ⋅−=
−

+=→

→
+
+

=→=−++

−−
 

a cărei expresie )t(ug este reprezentată în figura 9.51. 
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5. În circuitul din figura 9.52 se închide k iar după stabilizarea regimului 
permanent se deschide din nou k. Se cer expresiile tranzitorii ale curenţilor 
în cele două regimuri tranzitorii. 
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.                                . 
 

a)Pentru primul regim tranzitoriu, condiţiile iniţiale înainte de a închide k 
sunt nule: 

                              0
sC
q

E    ;   0LiE o
CoLo o

====  

Impedanţa operaţională în raport cu bornele sursei (circuit operaţional pasiv, 
toate elementele aveau condiţii iniţiale nule) este: 
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( ) 4000s100s15,0
)8000s100s2,0)(s1,0100(
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+++
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⎛
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Curentul tranzitoriu debitat de sursă (operaţional) are expresia: 

                
100s
83,0

400s
83,0

1000s
5,0

s
5,0

)s(Z
s

100

)s(Z
)s(E)s(I1 +

+
+

+
+
−

+===  

iar originalul său este de forma: 
                       ( )t100t400t1000

1 ee83,0e5,05,0)t(i −−− ++−=  
În regim permanent ( )∞→t se vor stabiliza curenţii: 

V50iRu      ;    0i      ;    A5,0ii p33Cp2pp3p1 =====  
b)Pentru al doilea regim tranzitoriu (se deschide k) condiţiile iniţiale sunt 
date de valorile de regim permanent ale regimului precedent : 

Wb05,0iL     ;   V50u     ;    0i     ;    A5,0i 30330C2030 -o- ==Φ===−  

După deschiderea lui k, în schema operaţională rămân doar laturile 2 şi 3 ca 
în figura 9.53. 

2

L
i

R

k

E

R i

L L

C
i

Fig 9.52
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9. Circuite electrice în regim tranzitoriu 279 

Curentul operaţional este: ( 0iLE 20220 == − ): 
 

                      
( )

;
4000s100s15,0

50s05,0

C
1sRLLs

usE
)s(I 2

2
332

2

Co30
3

++

+
=

+++

+
=  

                                       

                                         
624s

216,0
7,42s

549,0)s(I3 +
−

+
=  

                           
                                 ( ) )t(e216,0e549,0)t(i t624t7,42

3 γ⋅−= −−  
 

Valoarea curentului )t(i3  la 
momentul −0  era: 

A5,0)0(i3 =−  iar la momentul 

+0  este: 

3
1333,0)s(sIlim)0(i 3

s
3 ===

∞→
+

deci bobina 3L  va suferi o 
comutaţie forţată ( 2L şi 3L  cu 
condiţie diferită la 0- au ajuns 
în serie, figura 9.53). Aplicăm 
teorema condiţiei iniţiale (9.76) 
pentru curba Γ : 

 
 

;iLiLiLiL)0()0( 303202303202 ++−− +=+→Φ=Φ +Γ−Γ

3
1A333,0ii 2030 ===

++
 

                                  ( )
0,05

05,0
3
10,10,05     5,01,00 ⋅+=⋅+  

Deci se verifică teorema condiţiilor iniţiale pentru comutaţia forţată a lui 2L  
şi 3L . 
 
 

R3

E E
3020

sL sL32

1
sC

U   (s)L 3

U  (s)C
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s
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I (s)
3

Fig.9.53
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6. Să se arate în ce condiţii un circuit de derivare (integrare) operează 
corect. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
.                    . 
Pentru circuitul de derivare din figura 9.54-a, dacă R<<, se poate scrie: 

                                              
dt

du
Cidt i

C
1u 1

1 =→≈ ∫  

                                              
dt

du
dt

du
RCi Ru 1

o
1

2 τ===  

Deci tensiunea de ieşire 2u  este proporţională cu derivata tensiunii de 
intrare.  
Dar 2u  este de valoare foarte mică şi trebuie  amplificată ca în figura 9.54-b 
Cu transformata Fourier putem scrie: 

                           )(U
j1

j
)(U

Cj
1R

R)(U 1
o

o
12 ω

ωτ+
ωτ

=ω

ω
+

=ω  

Funcţiile de transfer ale circuitului sunt: 

                                  
o

o
realoideal j1

j
H     ;   jH

ωτ+
ωτ

=ωτ=  

 
  În figura 9.55 se vede că circuitul de  
  derivare real se apropie de cel ideal 
  pentru 1o <<ωτ ,  respectiv dacă 

  
C

1R
ω

<< , condiţie ca să realizăm o  

   bună derivare. 
 

Pentru circuitul de integrare din figura 9.56-a dacă R>>, se poate scrie: 

1 10

-ideal
lgH

o
0,1

-real

Fig.9.55

τ

 

C

Riu1
u2

a)

C

R

u1
u2

b)
Fig.9.54  
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                    ∫∫∫ τ
===→≅ dt u1dt u

RC
1dt i

C
1ui Ru 1

o
121  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tensiunea 2u este integrala lui )t(u1 dar este foarte mică şi trebuie 
amplificată ca în figura 9.56-b.  
Cu transformata Fourier putem scrie: 

                      )(U
j1
1)(U

Cj
1R

Cj
1

)(U 1
o

12 ω
ωτ+

=ω

ω
+

ω
=ω  

Funcţia de transfer pentru circuitul de integrare este: 

                                  
o

real
o

ideal j1
1H     ;  

 j
1H

ωτ+
=

ωτ
=  

 
 
Cele două funcţii se apropie ca în 
figura 9.57 dacă: 

 
C

1R1RC1o ω
>>→>>ω↔>>ωτ , 

care este ipoteza pentru a se realiza o 
bună integrare. 

 
7. Unui circuit RL i se aplică un impuls triunghiular ca în figura 9.58-b. Se 
cere răspunsul i(t). 
 
 
 
 
 
                          

x =i R

Lx =u

e

i i

a)  

1 10

-ideal

lgH

o
0,1

realFig.9.57

τ

 

C

R

iu u1 2

Fig.9.56a)

C

R
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b)  

Fig.9.58
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Semnalul )t(u i  de forma unui impuls triunghiular se consideră că provine 
din suprapunarea a trei semnale rampă, ca în figura 9.58-b, (unde 

o

o
T
U

tg =α ): 

           [ ])T2t()T2t()Tot()Tt(2)t(t
T
U

)t(u ooo
o

o
i −γ⋅−+−γ⋅−−γ⋅=  

semnal care admite transformata Laplace: ( )2sT
2

o

o
i

oe1
s
1

T
U

)s(U −−⋅=  

Funcţia indicială (răspunsul tranzitoriu, răspunsul la treapta unitate) pentru 
circuitul RL este de forma (9.107): 

          oo e
L
1)(f  ;  0f(0)  ;  

R
L  ;  e1

R
1)t(f '

o

t
τ

τ−τ−
=τ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =τ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=  

Atunci răspunsul calculat cu (9.100) se scrie sub forma: 

  ;d)T2t(e)T2t(
LT
U

d)Tt(e)Tt(
LT
U2

d)t(e)t(
LT
U

)t(i)t(x

3

o

2

o

1

o

i

o

t

0

o
o

o

i

o

t

0

o
o

o

i

t

0
o

o
e

τ−τ−γ⋅−τ−+

+τ−τ−γ⋅−τ−−

−ττ−γ⋅τ−==

τ
τ−

τ
τ−

τ
τ−

∫

∫

∫

         ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=>
=∈

==<

321o

3oo

32o

iiii:T2t
0i:T2,Tt

0ii:Tt
 

Efectuând integralele Duhamel din expresia precedentă se obţine expresia 
finală a răspunsului: 

;)T2t(eT2t

)Tt(etT2)t(et
LT

U
)t(i

o
o

oT2t

ooo

o
o
oTt

ooo
o

t

oo
o

oo

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤
−γ⋅

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
τ+−τ−+

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+−γ

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
τ−−+τ+γ⋅⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
τ+τ−

τ
=

τ
−

−

τ
−

−
τ−

 

Cu transformata Laplace calculul curentului ar fi presupus: 

unde :
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( ) )t(ie1
sLR

1
s
1

T
U

)s(Z
)s(U)s(I

2sT
2

o

oi o →−
+

⋅⋅== − ca având aceeaşi expresie 

ca şi prin metoda precedentă.  
 
8. Circuitului din figura 9.59 i se aplică un impuls exponenţial de tensiune la 
poarta de intrare. Se cere răspunsul circuitului, tensiunea la poarta de ieşire 

)t(ue  , calculată prin trei metode.        
 
 
 
 
 
          
 
 
 

          

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
⎭
⎬
⎫

=
=

−==
⎭
⎬
⎫

μ=
Ω=

−
 intrare de semnalului siaexpre   -eUu

V10U
sec02,0T

 i.circuitulu a  timpde constanta este sec1,0RCT
F100C

k1R

oT
t

oi
o

o
 

.                               . 
 
a)În domeniul timp, cu integrala Duhamel, se evaluează succesiv: 

→ funcţia indicială: T'T
t

RC
t

e
T
1)(f  ; 0)0(f  ; e1e1)t(f

τ−−−
=τ=−=−=  

→ răspunsul scris cu (9.100) este: 
 

;e   e  
TT

TU
    d e e 

T
U

de
T
1eUd)(f)t(u)0(f)t(u)t(u

T
t

oT
t
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T
1
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t
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o
'

t

0

iie

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
=τ=

=τ⋅=τττ−+⋅=

−−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−τ−−

τ
−

τ−
−

+

∫

∫∫
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  Numeric se obţine expresia: 
  ( )t50t10

e ee5,2)t(u −− −=  ; 
  funcţie care este reprezentată în 
  figura 9.60. 
  Dacă oTT =  atunci: 

                         

              ∫ −−
⋅=τ=

t

0

T
toooT

t
o

e et
T

U
dee

T
U

)t(u  

 
 
b)Aceeaşi problemă rezolvată operaţional cu Laplace, presupune: 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
+

=

RC
1s

T
1s

R
U

s

1sRC
T
1s

sCU

sC
1R

T
1s

U

sC
1R

)s(U
)s(I

o

o

o

o

o

oi  

Tensiunea de ieşire scrisă operaţional este: 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
−

+−
⋅=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⋅==

T
1s

1

T
1s

1
TT

TT
T

U

T
1s

T
1s

1
RC
U

)s(I
sC
1)s(U

o

o

oo

o

o
e ; 

şi revenind în timp:         ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
=

−−
T

tT
t

o

oo
e ee

TT
TU

)t(u o  

c)Se poate aplica şi transformata Fourier, semnalul de intrare admite 
transformată Fourier ( →=−=

∞→
  0    )0(u  ;  0)t(ulim ii

t
transformata Fourier 

unilaterală). 

      );j(I
Cj

1)j(U  ;  

Cj
1R

T
1j

U

Cj
1R

)j(U
)j(I e

o

oi ω
ω

=ω

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ω

=

ω
+

ω
=ω  

Deşi calculul seamană cu regimul permanent sinusoidal, revenirea însă în 
domeniul timp se face altfel. Putem folosi fie tabelele de corespondenţă de 
la transformata Laplace pentru ω= js ,  fie transformata Fourier inversă: 

0
t

u e

Uo

Uo

Uo e To
t

Uo e T
t

eu

Fig.9.60
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             ;ee  
TT

TU
  dj e)j(U 

j2
1)t(u T

t
oT

t-

o

oo

reziduri  j2

j

j

tj
ee ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
=

∑

ωω
π

=
−

π

∞

∞−

ω−∫  

 
9. Circuitului din figura 9.61 i se aplică la intrare tensiunea: 

)e1(100)t(u t2
i

−−= . Se cer expresiile curenţilor )t(i1  şi )t(i2 . 
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                                                          Fig.9.61     
 
 
 
 
 
 
 
 
.                                  . 

 
Pentru a calcula funcţia indicială f(t) presupunem că la intrare 

aplicăm în loc de )t(u i , funcţia treaptă unitate )t(γ pentru care imaginea 

Laplace este
s
1  şi schema operaţională este cea din figura 9.61-c. 
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⎪
⎨

⎧

=++

=++ −  

 Soluţia obţinută:  )t(f)t(i '
1 =  este răspunsul tranzitoriu al circuitului . 

Atunci în domeniul timp, cu integrala Duhamel vom scrie succesiv: 
               );e1(100)t(u)t(x t2

ii −==         t2'
i e200)t(x −⋅=  

R

L

i1 i1

1 R2 2L* *
M 2

u i

a)  

u i

t
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100

0,5 sec.
b)  

I' (s) R

L

1 1

1 R 22L* *
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2c)

s

ss
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1
s

Fig.9.61
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                    ;d)t(f)(x)t(f)0(x)t(x)t(i
t

0

'
iie ∫ ττ−τ+==  

( ) )t(e
3

100e
3

500e150de
4
1

2
1e2000)t(i tt2t2

t

0

)t(
2
1

2
1 γ⋅⎥⎦
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⎡ +−−=τ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−⋅+= −−−τ−−τ−∫  

Curentul în secundar se poate evalua operaţional: 

=→
+

=
+

= )t(i)s(I
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sLR
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2 [ ])s(IL 2

1−  


