1.Semnale electrice

Semnalele electrice sunt marimi fizice (de tip tensiune sau intensitate
curent) cu ajutorul cdrora se transmit informatii, comenzi, energie
electromagnetica etc., iar din punct de vedere matematic sunt reprezentate
prin functii de timp.

Studiul proprietdtilor semnalelor electrice este legat de urmatoarele
aspecte:

e determinarea spectrului unui semnal $1 a marimilor sale

caracteristice;

e determinarea puterii si energiei transmise printr-un semnal;

e determinarea raspunsului unui circuit la un semnal dat.

Cel mai simplu semnal este semnalul continuu (o constanta in raport
cu timpul) motiv pentru care il vom trata ca o formd particulard (curent
continuu) de semnal variabil.

1.1 Semnale alternative

Semnalele alternative sunt semnale periodice a caror valoare medie
pe o perioadad este nuld. Marime periodica este marimea variabild care se
repeta identic dupa trecerea unor intervale egale de timp:

i(t)=i(t+T)=i(t+nT) (1.1)

unde T [sec] este perioada semnalului si este intervalul de timp dupa care
semnalul se repeta.

i _i(t) . Numéru! de p@rioade
cuprinse in unitatea de timp se
numeste frecventa ,, f 7, masurata

I=Ief in hertz [Hz]. Marimea o = 2nf

II_ T este pulsatia (frecventa
med . < < < A ;

» unghiulard) masuratd in rad/sec
k sau sec”. Intre frecvents, pulsatie

si perioada exista legdturile:

f=

T 2n (1.2)
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Legatura T =27z pune In evidentd faptul cad in timp de o perioada
T faza semnalului se schimba cu 2x.
Marimile caracteristice unui semnal alternativ sunt:
e valoarea instantanee i=i(t) este valoarea pe care o ia semnalul i(t) la
un moment dat ,,t”, oricare In evolutia semnalului; ea este data prin
expresia i(t) sau prin graficul ei.

N
e valoarea de varf 1 este cea mai mare valoare instantanee atinsa in
decursul unei perioade. Este importanta pentru semnalele de tip tensiune

AN

(intrucat o valoare de varf ,, u
multe componente de circuit).
¢ valoarea medie lq reprezintd media aritmetica a valorilor instantanee
pe intervalul pe care se face medierea:
0 media pe intervalul de timp (t;, t, ) este:

2

foarte mare este periculoasd pentru

t
j i(t)dt (1.3)

2~ by

med —

0 media pe o perioada (cand nu se mentioneazad intervalul de
mediere,valoarea medie se considera pe o perioada) :

1 t+T 1 T
Tinea = ! 1(t)dt:¥.([1(t)dt

(1.4)

O valoarea medie redresatd este valoarea medie a semnalului
|i(t) Jrespectiv  alternantele negative au fost rasturnate

(semnal ,,redresat”):

1 1.5
Ined, =$J‘|i(t)|dt (1.5)
0

Pentru o marime alternativa valoarea medie in decursul unei

perioade este nuld (I,eq=0), respectiv alternanta (+) si cea (—) ale
semnalului inchid arii egale cu abscisa.

Semnalul pulsatoriu este acela pentru care valoarea sa instantanee
nu-si schimba semnul, el nu are arii + .

e valoarea efectiva (eficace) a unei marimi alternative este valoarea medie
patratica a valorilor instantanee pe o perioada:
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I:Ief:

l}#(t)dt (1.6)
T 0

Valoarea efectivd a unui curent variabil i(t) este numeric egald cu
intensitatea Iy a unui curent continuu care, strabatand aceeasi rezistenta R ca
si curentul variabil si 1n acelasi interval de timp, produce aceeasi caldura

(prin efect Joule) ca in figura 1.2.

Din cauza inertiei mecanice a echipamentului mobil, instrumentele
electrice de masurd cu indicatie directa nu pot urmari variatiile instantanee
ale marimilor variabile masurate, de tip u (voltmetre) si i (ampermetre). De
aceea, majoritatea indica valorile efective U sau I ale marimilor masurate.

1.2 Semnale sinusoidale

1.2.1 Marimi caracteristice

Semnalul sinusoidal este un semnal de tip alternativ de forma:

Fig13

unde:

.

\

i1=1_, sin(ot+7v;) (1.7)

In - amplitudinea
semnalului (valoarea de
varf)

(ot + vi) — faza semnalului
o — pulsatia (0=2=nf; f —
frecventa)

Yi — faza initiala (distanta
de la originea ,07,
arbitrar aleasa, pana la cea
mai apropiata trecere prin
zero in sens crescator)

Valoarea efectiva a semnalului sinusoidal este de forma:
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2
[1—cos2(mt+7;)]dt = In (1.8)

N
12:¥J(;12dt:ﬂ£ 5

T

N |~

respectiv I=Tp= %m sau I, = \/5 I
2

Tinand seama de legatura dintre amplitudine si valoarea efectiva,
expresia unui semnal sinusoidal se poate scrie sub forma:

i =~/2Isin(ot +7;) (1.9)
care este forma normala de scriere a unui semnal sinusoidal.
A Defazajul dintre doua marimi
) sinusoidale este diferenta dintre
1 _ i fazele lor initiale. Consideram doi
PRGN curenti sinusoidali de forma:
\\ ot

[ N Pl i, =~/21; sin(ot +7,)

T, Y, \ > /ot 5 (1.10)
. > i, =+/21, sin(ot +
v o 2 2 sin(wt +v;)
Fig 1.4

reprezentati ,,cartezian” in figura 1.4. Defazajul dintre i; si i, (de aceeasi
frecventd) este:

@, =(t+y)—(ot+y,)=7-7, (1.11)

deci este egal cu diferenta dintre fazele initiale ale celor doi curenti. In
diagrama carteziana defazajul ¢, are semnificatia unei ,,distante minime”
intre doua treceri prin zero in sens crescator a celor doud semnale (|@2| <m).
in functie de valoarea lui @, se poate afirma despre semnalele 1; si i, cum
sunt pozitionate pe axa timpului:

i ¢y, > 0,curentul 1, este defazat

X R inaintea lui 1, cu @ (i; trece prin
’ * @t_ zero in sens crescator la un moment
7 - . - .
anterior fata de i)

5
_
X
N
’F
-
~
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I
LT <. @, <0, curentul 1 este defazat in
,' ‘ urma lui i, cu @12

) ot P27 0, deci 1; este in faza cu i,
L%

' (

: -1
: ~ TC e . .. A
/.\,\ . t Q= J_FE, curentii i; siip sunt in
[<—£—| cuadratura
2

L i,
- o~
I \
ot, @, ==xm, curentii 1; i i, sunt in
\/ oporzitie de faza

1.2.2 Metode de reprezentare simbolica a marimilor
sinusoidale

Unei marimi sinusoidale de forma (1.9) 1 se pot atasa diverse
reprezentdri (simboluri, imagini) care au scopul de a face perceperea acestor
marimi mai intuitiva sub forma de imagini, respectiv lucrand cu marimi
imagine asociate marimilor sinusoidale, ecuatiile integro-diferentiale scrise
intre marimile original se transformd in ecuatii algebrice intre marimile
imagine.
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A. Reprezentari geometrice

O marime sinusoidald de forma (1.9) este complet determinatd dacd se
cunoaste amplitudinea 7, =21 (sau valoarea efectiva I) si faza (ot+y;)

(sau faza initiald y;). Analog, un vector liber 1n plan este caracterizat prin
modulul sau si prin argumentul (unghiul facut cu o axa de referintd), de aici
ideea de a asocia cele doud marimi: originalul i(t) si vectorul liber U/(1).

Reprezentarea cinematica (prin vectori rotitori)

yo“ Curentului sinusoidal ,,i”

il asociem un vector rotitor

04 avand modulul egal cu
amplitudinea curentului

(OA:\/EI) si care face cu
axa de referinta Ox,(a unui

sistem fix x,0y,) un unghi
egal cu faza (ot+y;). Axa Ox

Q . Xp
Fig 1.5

numitd axa origine de faza se roteste si ea odata cu vectorul OA4, cu viteza
unghiulara o. Deci asocierea biunivoca este de forma:

i=21 sin(ot + yi)——><O_A — V()

OA =+/21 (1.12)
FACH, =@t +7;

Revenirea de la marimea imagine (vectorul O_A) la originalul i(t) se
realizeaza prin proiectia vectorului OA la momentul ,,t” pe axa Oy,, cain
figura 1.5 .

Vectorul Ok = ¢/{1) = /21/¥t ¥ de modul ~/21 si de fazd (wt+7,)
scrisa cu notatia Kennely, se roteste odatd cu axa origine de fazd Ox. Daca
se reprezintd pe aceeasi digrama mai multe marimi de aceeasi frecventa,
vectorii asociati fac cu axa Ox unghiuri egale cu fazele lor initiale si se

rotesc impreuna cu acelasi @in sens trigonometric. Defazajul dintre doua
marimi apare ca defazajul dintre vectorii rotitori asociati; daca
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@, > 0 defazajul are sens trigonometric. Cum |(012| <, defazajul dintre cei

doi curenti nu poate fi ¢,, ca In figura 1.6, deci este univoc determinat intr-

0 reprezentare. Daca
reprezentdm  marimi  de
frecvente diferite, vectorii
asociati se rotesc cu viteze
unghiulare diferite, unghiurile

I,

. y dintre vectori nu sunt
"{pl-'z' constante ) (defazavje‘:le' se

definesc 1Intre marimi de
Fig 1.6 aceeasi frecventa).

Reprezentarea fazoriala (prin vectori ficsi, vectori polari)

Aceasta este o reprezentare simplificatd a celei precedente, modulul
este egal cu valoarea efectiva I si argumentul fatd de axa Ox este egal cu

Yob
I

-

Y
——————————— - —_ [
O D X, o X
Fig 1.7

faza iitiala y,. Fazorii (vectorii ficsi) nu se mai rotesc in sens direct cu
viteza unghiulard w, ci se roteste sistemul de referintd x,Oy,in sens invers

cu @ i acest sistem nu se mai reprezintd (dar mintal i1 avem in
considerare), obtindndu-se o epura statica relativd. Asocierea prin fazori este
de tipul:

i = 2lsin(at+y) ==V = I/} (1.13)

Daca reprezentam mai multe marimi (de acelasi @) pe aceeasi
diagrama (diagrama fazoriala) se poate renunta si la axa Ox, se poate alege
una dintre marimi drept origine de faza si se raporteazd fazele tuturor
celorlalte marimi fatd de ea.
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B. Reprezentari analitice (prin marimi complexe)

Unui numar complex z i corespunde un punct din planul complex
(planul Gauss 10j) numit afixul sau, deci 1i corespunde vectorul de pozitie
al acelui punct (figura 1.8).

In locul planului abstract din reprezentirile geometrice, putem lua
planul complex 10j. Si un numar complex (la fel ca vectorul liber) are
caracteristic tot un modul si o faza. De aici ideea de a asocia biunivoc un
numdr complex pentru o marime sinusoidala.

L

l ( z=a+jb - scrierea algebrica
z=zfp= zel® : 15
2 - scrierea exponentiala

z =7(cos@+ jsin@)- scrierea
b - < trigonometrica

Z :
- : Modulul : z=+/a’* +b*
< ° : > Faza: @ =arct E
1 0 a [\ aacg-args
\r-j
Fig 1.8

Reprezentarea in complex nesimplificata

Curentului  sinusoidal i=\/§Isin(oot+yi) ii atasam o functie

complexd de timp al carei modul este amplitudinea marimii sinusoidale si a
carei faza sa fie faza curentului (wt+y;) , sub forma:

i = J2lsin(ot+v) =i = J2koH) = ot +v =2 q)  (1.14)

Reprezentarea in complex nesimplificatd a curentului i este 5{1)=1 numita
valoare instantanee complexa. Dar:

i =21/ = I cos(wt +7,) + jN2Isin(ot +7;) (1.15)

respectiv partea imaginara a lui i este chiar marimea sinusoidala i, revenirea
din ,,complex” in ,,timp” este deci de forma:

i(t) =fm{i} =Jmi~21 fot+ v; ) (1.16)
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Reprezentarea in complex simplificata

Atunci cand intr-o problemd de circuit toate marimile au aceeasi

frecventd, termenii NOX si "wt"pot fi omisi in scriere fara a afecta calculul.
Marimea complexa asociata in acest caz este de forma:

i=2lsin(@t +v)—=C)=I=Ie/% = If%

Aceasta imagine In complex C(i) =1, sub forma simplificatd, se numeste

(1.17)

valoarea efectiva complexa a curentului sau curentul complex si are
modulul egal cu valoarea efectiva I, iar faza egala cu faza initiald vy;.

Imaginea in complex a tensiunii u este :
u = +2Usin(wt + vy, )e==U = Uelf = U Yy (1.18)

In exprimare curentd marimile I, U se numesc curentul complex
(tensiunea complexa) in loc de imaginea in complex a curentului (tensiunii).
Revenirea din ,,complex” in ,timp”se realizeazd punand la loc

factorii care au fost omisi din scriere (\/5 si ej(”t) sub forma:

1(t) =gm{21eI0t [} =gm{ [T 1elot+0)) (1.19)

Reprezentarea In complex simplificatd [ se asociaza cu reprezentarea
geometricd prin fazori, iar cea in complex nesimplificata i, cu reprezentarea
geometricd prin vectori rotitori.

Corespondenta operatiilor

Am aratat in paragraful precedent cum i se pot asocia reprezentari
geometrice si in complex unei marimi sinusoidale, sub forma:

i =2Isin(wt + 7, ) &= V(i) == C(j) (1.20)

= xﬁlim’ﬁ w1 -reprezentare cinematica

V) =1 - reprezentare fazoriala
B=1= JEI,:‘EM_+ZL - reprezentare in complex nesimplificata
Ciy=I=1h - reprezentare in complex

Vom arata ce operatii elementare cu marimile imagine corespund
operatiilor elementare cu marimi sinusoidale:
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® adunarea si scaderea

i +i, =1, +i, =1, *1 (1.21)

I=0-LI2

V(il T iz) = V(i1) * V(iz)

o ) . (1.22)
C@, £1,) =C(1,) £ C(1,)

Relatiile care dau valoare efectiva si faza initiald pentru suma (diferenta)
a doud marimi sinusoidale, coincid cu relatiile corespunzatoare de la
adunarea (scdderea) a doi vectori cu regula paralelogramului (figura 1.9),
respectiv cu regula de adunare (scadere) a doud numere complexe.

e derivarea

di T n
Se=anfl jot+y o=l A+
dt ;Z

D= joie= jor (129

Aceasta corespondentd are la baza operatiile:

di ) o

—:co\/EIcos ot + 7. ZCO\/EISIH ot+vy. +—

" (ot+7;) (ot +y; 2) (1.24)
di d \/— oty ..

_—=— 2161(0) +Y1) = imi

dt dt{ f=joi

Deoarece imaginea | nu este functie de timp, operatia de derivare a
sa 1n raport cu timpul n-ar avea sens, insd I s-a obtinut din i omitand in
. i Y | g . g :
scriere factorul \/Ee“”t, deci si d—- =jwl, dupa aceeasi reguld ca si
t
derivarea lui i.
. . .. /4 .

Prin derivare creste modulul de w ori, iar faza creste cu 5; respectiv

in complex operatia de derivare se converteste in operatie de inmultire cu
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T
jo (1= 1! o, deci a Inmulti cu j inseamnad a roti in sens trigonometric
T A <« e Ce . 4
cuE) ceea ce inseamna marire de @ ori $i rotire cu —.

e integrarea

jidt:@i @t + K —E:i x_’?’i—ﬂg
m‘ @ (1.25)
jidtﬁjidtzi=i

jo  jo

Prin integrare scade modulul marimii sinusoidale (modulul
fazorului, modulul marimii complexe) de w ori, iar fazele lor se micsoreaza

T, . . .
cu EX iar in complex se imparte cu jo.

In reprezentare carteziand si fazoriald operatiile de derivare si
integrare sunt aratate in figurile 1.10 si 1.11.

g
o T8

‘aj' Ldt= j%;

Fig 1.10 Fig 1.11

Plecand de la aceste corespondente dintre operatii, ecuatiile
circuitelor in care apar semnale sinusoidale vor avea corespondent ecuatii
algebrice intre imaginile in complex ale acestora:

u=Ri+Lé+lJ‘idt

dt C

Yo

u=Ri+Ljoit - =iR+joL+ )
Cjo jo

v ! |

U=RI+Lidl+ -2 1R+ joL+—)
Cjo joC

(1.26)
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Folosind reprezentarile in complex (i, I), ecuatiile integro-
diferentiale ale circuitelor se transforma In ecuatii algebrice cu coeficienti
complecsi Intre imagini.

O ecuatie diferentiala de forma:

Z“: d i (1.27)

a —=1u
k 3k
o dt

in care u:\/EUsin(a)tﬂ/u), are ca solutie particulara tot o functie

sinusoidala de aceeasi frecventd wca si u, de forma izx/EIsin(a)t-i-}/i).

Scrisd in valori complexe, ecuatia diferentiala (1.27) se transformd in
ecuatia algebrica intre imagini:

i
S ay GO = Ufyy 2I=—2 =Tpy — i =~/2Lsin(@t +7)
k=0

n

> ag (i)
k=0
1.2.3 Aplicatii

1.Un curent sinusoidal de frecventd f=50Hz si aplitudinea I,=10A este
reprezentat In figura 1.12. S& se scrie expresiile sale instantanee daca
originea timpului se considera in punctele O1, O2, O3 si Oa.

it f:50Hz—>w=2zf=314ray
SeC

' In=10
I 10
h I=],=—=—==7,1A
ef \/5 \/5
ot

"0":i=10sin(wt+7,)
"01 ":iz =10sin314t
"O,":1, = IOSiU(314t+%)

"O,":1; =10sin(314t £ 7) = —10sin 314t
"0,"i, = 105in(314t—%)

Fig 1.12
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2. Doui tensiuni de frecventd =400 Hz au expresiile:
u, = 30sin(wt —27”)
Vs
u, = ﬁlOcos(a)t +§)

scrise in raport cu originea ,,0”. Sa se rescrie expresiile celor doud tensiuni

fatda de originea O’ situatd inaintea originii ,,0” cu At =

secsi sa se
reprezinte cartezian $i fazorial.

{cos)

A

O

LD
2 Apg=3

Fig 1.13

Tensiunea u, o rescriem sub forma normala:

u2 = \/EIOSIH((()‘Z‘F%-}-% — \/EIOSIH(a)t-FS?ﬂ-)

Mutarea originii din O in O’ Tnseamna:

A(p=a)At=27l'~ﬂ=£

2400 3
Fatd de noua origine, expresiile sunt:

2r 7w

u; =30sin(wt ey —g) =30sin(wt — )

u; = \/EIOCOS(a)t+%—%) = ﬁlOsin(w‘H%)
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Mutarea originii timpului din O in O’ in diagrama carteziana (figura
1.13) corespunde in diagrama fazoriald la mutarea axei origine de faza ,,0”

T, . A . . A x ,
cu Ao :E inainte (adica in sens trigonometric) pana la axa O’ (figura

1.14).
Fatd de noua axa O’, tensiunea U, este in opozitie de fazd, iar

< T o
U, este cuadratura (inainte cu 5), deci in complex vor fi de forma:

fe

U =20 g0 8 U,=10/2=j10

i 2)
2T 2 -
3. Curentul i este ramificat in i;si i, printr-un divizor de curent (figura 1.15).

Cunoscand: 1, =12sin(wt +%) si 1, = 6sin(wt —%) se cere i(t).

....+

Fig 1.15

Fig 1.16

In diagrama fazoriala (figura 1.16) cei doi curenti I si I2 se compun

cu regula paralelogramului in curentul suma I ce are componentele I, si I,
iar faza sa initiala este y .

1=+ +211,cos, = \/122 +6° +2-12-6cos% —13,41A

I, _ Lsiny; —Lysiny,

1 - y=3°20'

tgy =

2 Jjcosy; +1,cosy,
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Sau: I, =12 &:12{§+%} si L=6 {_gﬁs[%_jg]

I=L+L =63+ 3 +i(6-32) = 13,44 j0,8=13,41/3°20"
\_Y_) \_Y_)
I I

a r

4. Intr-un circuit serie se cunosc tensiunile partiale ca valoare si ca
diagrama fazoriald. Se cere tensiunea la bornele intregului circuit.

— — — —
I S
Ui Uz U
U

Fig 1.17

Fig 1.18

Pe baza reprezentarii fazoriale (figura 1.18) scriem expresiile celor trei
tensiuni:

U, =100 {150 =—86, 5+ j50
U, =80 /-130=-615- j50
U, =120/180° =120

U=T,+U,+U, =-268=268 jx

5. Dacd I, =(3+j4)A si I,=10 /- T, si se scrie valorile instantanee
| 4

ale celor doi curenti si sa se reprezinte intr-o diagrama fazoriala.
I

L =3+4=5/57° =i, = y25sin(@t +57°)

I,=10 {’—‘;_T—:ng =«f§105in(mt—§]

Diagrama lor fazoriala este in figura 1.18’.
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1.3 Semnale periodice nesinusoidale

1.3.1 Descompunerea spectrala

Un semnal i(t) este periodic 1n timp daca i(t) =i(t+nT); in care T
este perioada semnalului (egala cu perioada undei sale fundamentale):

T:lzz_”’ iar flzﬁ:l
| NO) 7 T

este frecventa fundamentalei

Daca functia i(t) satisface conditiile Dirichlet, respectiv este un
semnal neted pe portiuni (marginit, numar finit de discontinuitati, numar
finit de subintervale de monotonie), ea se poate dezvolta intr-o serie
trigonometrica (serie Fourier) sub forma:

(0= 22+ 3 (A, coskot +B, sinkon) (1.28)

k=1

Coeficientii seriei Fourier se pot determina prin relatiile:

T
A
( 70 =1y = %Ii(t)dt >0 sau<(0 - este valoarea medie pe o perioada a
0
semnalului i(t)
) T 1 2
<Ak = ¥J.i(t) coskwt dt =— J. i(t)coskwt dmt -este amplitudinea seriei in
/4
0 0

cosinus

T 2z
By = % I 1(t)sinkwt dt = 1 j 1(t)sinkwt dwt - este amplitudinea seriei
T

\ 0 0

1n sinus

IR : . o . (1.29)
Reunind in aceeasi expresie termenii in sinus si cosinus de

acelasi ordin, seria Fourier (1.28) se poate scrie sub forma:

i(t)y=1,+ iﬁlk sin(kaot +y, ) (1.30)



1. Semnale electrice 17

unde: I, =%11A§ +B; D 7 :arctg% (1.31)

k
aceasta, avand in vedere cd dacd: 1, =Acoswtsi i1, =Bsinwt, atunci

cosinus marimea 1=1,+1, este de  forma
i=2Isin(wt+7) unde: V2I=vA>+B> i

: i tgy =—,compunerea se realizeazd ca In
y |  sinus B
#  figura 1.19.

In expresia (1.30) ,,I,” este componenta continua a semnalului i(t),
LIk~ este valoarea efectiva a armonicii de ordinul k, iar ,,y, * este faza

initiala a armonicii de ordinul k, masuratd fatd de aceeasi origine de faza
(de timp) ca si semnalul periodic nesinusoidal i(t).

L4 v
It
I T2
Ib Pl K T |7 .
IIS I I o 4@ Sm ‘ ®
0 © 2030 4050 60 o|] o 2w3m| 60
¥4
Fig 1.20 s
Fig 1.21

Coeficientii Ay si Bg n-au nici o semnificatie fizicd pentru armonica
de ordinul k a unui semnal, sunt simple marimi de calcul.

Prin descompunerea unui semnal periodic in serie Fourier sub forma
(1.30) numitd analiza armonica, se poate reprezenta intr-o diagrama
I, =f,(kw) sub forma unui spectru discret (figura 1.20), numit spectrul de
frecventa al amplitudinilor si o altd diagrama discreta y, =f,(k®), numit
spectrul de frecventa al fazelor (figura 1.21).

Reprezentare unui semnal periodic in domeniul frecventa (toate

reprezentdrile care au pe abscisd frecventa @, se numesc caracteristici de
frecventa ale amplitudinilor, ale fazelor etc.). Cele doud spectre (de
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amplitudini si de faze, din figura 1.20 si figura 1.21) permit sd apreciem
ponderea energeticd a fiecarei armonici componente a unui semnal i(t) dat.
Spectrul fazelor y, =f(kw) nu are o interpretare fizicd, dar este util in

compunerea armonicilor componente. Spectrul amplitudinilor aratd cat din
energia unui semnal se pierde prin limitarea seriei Fourier la primii sai terment,

valorile efective Iy aratd ponderea energetica a armonicii de ordinul k.
1.3.2 Functii periodice particulare

e semnale simetrice: Acestea indeplinesc conditia i(t) =1(-t) si din
seria Fourier vor lipsi termenii in sinus (care sunt impari). Deci:

i(t) =1, + > ~2I, coskat (1.32)
k=1

e semnale antisimetrice: Acestea Indeplinesc conditia i(t) =—i(-t) iar
seria Fourier va contine numai termeni in sinus:

i(t) =1, + > V2I, sinkot (1.33)
k=1

. o . T
e semnale impare: Acestea indeplinesc conditia i(t) = —1(t+5j, nu va

contine armonici pare, deci seria Fourier va fi de forma:

i(t) =1, + > V2L, sin[(2k + Dot +7,,,,] (1.34)

k=0

astfel de semnale se obtin Tn majoritatea instalatiilor electrice de curenti

(13

tari, la bornele generatoarelor de semnale (forma alternantei ,,— este

identica cu cea a alternantei ,,+).
. ) o . T .
e semnale pare: Ele indeplinesc conditia i(t) =1 t+5 deci seria va

avea in componenta numai armonici pare:

i(t) =1y + Y. /2Ly sin(2kot +75;) (1.35)
k=1
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1.3.3 Marimi caracteristice semnalelor periodice
nesinusoidale

- Valoarea medie a produsului a doua semnale nesinusoidale:

Consideram doua semnale periodice nesinusoidale (deformate) 1,(t)
si 1p(t) si admitem ca s-a realizat analiza armonica. Desi seria Fourier este o
serie infinitd, practic se iau in considerare un numar finit de armonici,
aceastd trunchiere a seriei, evident depinde de forma semnalului i(t).
Admitem cd s-au luat in considerare primele n armonici ale celor doua
semnale:

() =1+ > V21, sin(kot+7) =L, + D iy,
k=1 k=1

n N (1.38)
i,(t) =Ly + Y V2L, sin(jot+7,) = Ly + Y iy,
j=1 j=1

Valoarea medie a produsului celor doud semnale pe o perioadd se poate
scrie sub forma:

~o1E 1§ . .
g — E_I-H(t}'lz(t}dt —E_I-[Im +2 i Ml +2 0] dt =
0 0 i i

1t 0 1 :
== [Tolgdt+ 3> [21,1,, -E{cos[(k+ Dot+(r +7)1+
— &
’ b ) (1.39)
cos[(k = ot + (7 = 7)1 fdt = Lo + D 1Ly cos(r =7
k=1

aceasta deoarece, media unui cosinus pe o perioada fiind nuld, se pot obtine
valori nenule numai daca k=j, respectiv:

L

iy iodt = (1.40)

Wy = i

) S|

1
T
=L 1y cos(yy —7,) daca j=k

unde Iy si I sunt valorile efective ale armonicelor de acelasi ordin k din
componenta celor doua semnale.

Dacd douda semnale coincid: i;(t)=ix(t)= i(t), obtinem din (1.39)
expresia valorii efective a unui semnal nesinusoidal, sub forma:
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T
2 2 1 2 = 2 S 2
I zlefzﬂl (t)dt:I;)Ik sau 1= 1;)Ik (1.41)

Valoarea efectivda a unei marimi periodice este egald cu radacina
patraticd a sumei patratelor valorilor efective a armonicelor sale
componente.

Daca : i=10+8sin wt+ 2sin 3wt , atunci valoarea sa efectiva este :

1:\/102 +(%T +(%j2 =134 =11,6A

Acest curent i(t) trecut printr-un ampermetru, acesta va indica valoarea sa
efectiva, adica 11,6 A.

1.3.4 Analiza armonica a semnalelor experimentale

Daca se cunoaste expresia semnalului i(t), se pot calcula coeficientii
Fourier ai seriei (1.30) iar daca semnalul se cunoaste prin graficul sau (pe
ecranul osciloscopului, printat de calculator etc.) atunci determinarea
coeficientilor Fourier se poate face aproximativ. Existd multi algoritmi in
acest sens, vom prezenta unul dintre acestia.

Metoda ordonatelor echidistante (Thompson-Runge)

Metoda consta in
aproximarea integralelor (1.29)
prin sume finite.
Daca notam wt=«,
. perioada T a semnalului i(t)
Le 1o devine 27 pentru semnalul i(c).
> Se Tmparte perioada 27 a
% functiei i(a) in 2p parti egale
(figura 1.22) si se masoard
ordonatele echidistante ig,1i,...12p
in punctele de discretizare.
Marimile care apar 1n expresiile
(1.29) se modifica astfel:

dot — Aoczz—n:

ki
2p p
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T
ot > o=nAa=n—
p

i(t) - (a)=1, n=12p

(1.42)
coskot — cos kﬂ

J....da)t - Z

Coeficientii Fourier dati de relatiile 1.29 se vor determina prin sumele finite:

’
Ay . 12
_:IOZ 1
2 2pnl
<Ak—— 1 cos( ]—=— 1 cos(k—] (1.43)
”nzi p)p p;{ p
=~— ) i_sin —=—) i,sin| k—
Z ( Pj p Pnz‘i ( Pj

Aceastd metodda implica o eroare sistematicd deoarece permite
determinarea unui numar finit de armonici (pand la armonica de ordinul p).
Eroarea, evident, este cu atat mai mica cu cat discretizarea semnalului se face
cuun pas Ao mai mic, respectiv 2p este mare. Pe baza relatiilor (1.43) se pot
scrie programe pentru analiza armonica a unui semnal, datele de intrare sunt
ordonatele echidistante io,1i,...12,. Obtinerea seriei Fourier a unui semnal dat
analitic i(t) sau grafic i(a) presupune urmatoarele etape (fig 1.23)

i(t) A
i(@) =1, d,

A, B,

0 L7 L

A\ 4
A\ 4

(1.29) (1.36) (1.31)

— | Seria Fourier

Fig 1.23
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Concluzii

e Un semnal periodic oarecare poate fi echivalat, In mod unic, printr-o
suma de semnale periodice sinusoidale, armonice intre ele (raportul
perioadelor, respectiv raportul frecventelor este un numadr intreg),
avand amplitudinile si fazele bine determinate. Raspunsul unui
circuit la astfel de semnale se poate deci reduce la a studia raspunsul
circuitului in regim sinusoidal de diferite frecvente.

e Structura spectrala a unui semnal (ce armonici contine) depinde de
forma semnalului i(t). Seria Fourier, obtinutd ca rezultat al analizei
armonice a unui semnal dat, permite reprezentarea caracteristicilor:

« amplitudine — frecventa: I, =f, (ko)
« fazd —frecventd: y, =f,(kw)

ambele fiind spectre de frecventa (spectre discrete).

e Daca se cunoaste expresia analitica a semnalului, prin functia i(t),
atunci determinarea coeficientilor Fourier se poate face analitic cu
(1.29) iar daca i(t) se cunoaste grafic, determinarea coeficientilor
Fourier se poate face aproximativ, prin metode numerice (1.36),
discretizand semnalul.

Aplicatie

1. Si se determine armonicele componente pentru un semnal dublu redresat
(figura 1.24).

I F
Im
0 o M mt>
Fig 1.24
Coeficientii Fourier sunt :
A T T 21
=0 LJ. I, sin otdot + 1 I —I,, sinotdot = —%
2 2n 0 2n ! T

Fiind un semnal simetric fatd de ordonata, va contine doar armonici In
cosinus (By=0).
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In acelasi timp i(t)=i(t+T/2), deci va contine doar armonici pare (Ayq+1=0).
Ramane atunci termenul:

2r
L 1 .
Ay, :;J.Im sin wt cos kwt da)t+; J. —I, sinwtcoskwt dot =
0 T

Iﬂ{cos(k —Dot  cos(k+Dat T _Iﬂ[ cos(k—Dat  cos(k+1)wt T” B

27 k-1 k+1 |, 27| k-l k+1 -

Lif=2,2 ) L{2 2
27\k—-1 k+1) 2z\k-1 k+1

Unda dublu redresatd va contine o fundamentald de pulsatie (2w) si
armonicele sale pare:

T
21, 2
wm 7 (2n-1)(2n+1)

i(t) :% 1—lCOSZa)t—icos4a)t—icos6a)t—...
T 1-3 3-5 5-7

2. Si se descompuni in armonici un semnal trapezoidal (figura 1.25), pe
baza metodei Thompson - Runge.

»
u
Un | —
LY
Ul /oy
2 |fou, bob
S ol(e) Fig 1.25
O \ o 360
| e=nAa b
.
Aa=30

Impartim perioada 2n a semnalului in 2p parti egale (p=6), respectiv

i o . .. ..
Ao =—=30" si citim ordonatele echidistante u;,uy,...u;s.
p

Avand 1n vedere simetria impard a semnalului u(t) = - u(t+T/2), seria
Fourier echivalentad va contine doar armonici impare in sinus:
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2p 2p
B, = lZ:un sink 2 — B, = lZ:un sin(2k+1)ﬂ
| S p | S p

3
B, :izun sin 27 :%(ul sin30° +u, sin 60° +u,sin90°) =
p

pn:l
:4Um ll ﬁ 1 :4Um 1+£+l :2,11 4Um
6 (22 2 6 2 4 6
43 . 4 . . : 2
B, :gzun s1n3n—7[:g(u1 sin90° +u, sin180° +u,sin270°) = — [6Jm
n=1 p

3
B, :%Zun sinsﬂzg(u1 sin150° +u, sin 300° + u, sin 90°) :%
p

n=l

Seria Fourier echivalentd va contine termenii (trebuie ca ordinul armonicii
maxime k<p):

u(t) = %(8, 44 sin wt — 2 sin 3wt + 3sin Swt)



