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4. Impedanţe şi admitanţe echivalente 
 

4.1 Teorema lui Joubert 
 

 În circuite de c.c. pentru un dipol pasiv ecuaţia de tensiuni se scrie 
o oU RI= , iar pentru laturi active care conţin surse de 

t.e.m. se scrie o oE U RI± = , în funcţie de modul de 
asociere a sensului de referinţă pentru U (+ pentru dipol 
receptor şi – pentru dipol generator).  
 Pentru un dipol pasiv în regim sinusoidal, prima 
relaţie ar avea echivalent : IZU = , iar pentru un dipol 
(o latură ) activă ecuaţia de tensiuni echivalentă este 
dată de teorema lui Joubert .  
 

 Considerăm o latură de circuit activă cu sursa ge , care are 
elementele R, L, C, şi a cărui bobină este cuplată magnetic cu alte bobine de 
pe alte laturi ale circuitului, fluxul rezultant al acestora prin suprafaţa 
bobinei considerate este extΦ . 

Fluxul rezultant al bobinei 
este superpoziţia dintre fluxul 
propriu ( Li ) şi fluxul exterior creat 
de alte bobine: Φ = Li+ extΦ . 

Curba închisă Γ  trece prin 
latura de circuit şi prin linia tensiunii 
la bornele laturii “ bu ”. T.e.m. de-
alungul curbei Γ este suma dintre t.e.m. a sursei proprii ge  şi t.e.m. indusă 

de fluxul rezultant (
dt
deind
Φ

−=  ). 

Deci: 

dt
d

dt
diLe

dt
deeee ext

ggindg
Φ

−−=
Φ

−=+=Γ                        

Totodată: 

∫ −+=−+=Γ bbCR uidt
C
1Riuuue  

Egalând cele două expresii ale t.e.m. Γe  se obţine: 

LR CextΦ

bu

i

Fig 4.1

ge

Fig 4.2

Γ

(4.1)
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 ∫++=+
Φ

− idt
C
1

dt
diLRiu

dt
d

e b
ext

g                             (4.2) 

Notăm:    ext
a g b

du e u
dt
Φ

= − +                                        (4.3)  

Mărimea au  din (4.3) este numită tensiune aplicată laturii de circuit. 
Tensiunea aplicată unei laturi de circuit este acea tensiune care determină 
circulaţia curentului prin latura respectivă: curent circulă prin latură dacă 
latura o alimentăm cu o tensiune la borne ( bu ), datorită faptului că latura 
conţine o sursă de t.e.m ge şi datorită faptului că latura e cuplată magnetic 

cu alte laturi şi fluxul magnetic de cuplaj induce în latură o t.e.m.( extd
dt
Φ

−  ). 

Tensiunea aplicată au  conţine în expresia sa (4.3) toate cauzele fizice care 
pot genera curent prin acea latură. Dacă latura este pasivă ( ge = 0) şi nu este 

cuplată magnetic cu alte laturi ( extΦ = 0), atunci curentul circulă doar 
datorită tensiunii bu cu care este alimentată latura. 

Dacă circuitul funcţionează în regim sinusoidal, ecuaţia (4.2) poate fi 
transpusă în complex sub forma : 

g ext b R L C
1E j U U U U R j L I ZI
C

⎡ ⎤⎛ ⎞− ωΦ + = + + = + ω − =⎜ ⎟⎢ ⎥ω⎝ ⎠⎣ ⎦
   (4.4) 

Suma termenilor din membrul stâng este tenisunea aplicată sub 
formă complexă: 

ext bgaU E j U= − ωΦ +                                          (4.5) 

şi are aceeaşi interpretare fizică cu tensiunea sub formă instantanee “ au ” 
dată de (4.3).  
Cu notaţiile făcute, relaţia (4.4) se scrie : 

 I ZUa =                                                    (4.6) 

 Şi teorema lui Joubert se enunţă astfel: “tensiunea aplicată unei laturi 
de circuit este egală cu produsul dintre impedanţa laturii şi curentul din acea 
latură”. Evident tensiunea aplicată conţine mai mulţi termeni (4.5). 
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4.2 Circuite cuplate magnetic 
  
 Considerăm două bobine de inductivităţi proprii Lk şi Lj, parcurse de 
curenţii ik şi ij (care fac parte dintr-un circuit mai mare), şi care sunt cuplate 
magnetic între ele, o parte din fluxul produs de bobina k ajunge să treacă şi 
prin bobina j şi reciproc: Ljk = Lkj este inductivitatea mutuală, de cuplaj între 
cele două bobine (figura 4.3). 

 Bobina Lk produce un flux magnetic, 
o parte din acesta ( jkΦ ) trece şi prin bobina 

Lj. Dacă fluxul mutual jkΦ  (primul indice 
arată prin care bobină trece şi al doilea cine l-
a creat) are acelaşi sens cu fluxul propriu al 
bobinei jL  (întărindu-l pe acesta) se spune că 

bobinele sunt cuplate magnetic adiţional (Ljk>0). 
Dacă fluxul magnetic mutual jkΦ  slăbeşte fluxul magnetic propriu al 

bobinei Lj (sens contrar cu acesta), deci jkΦ <0, se spune că cele două 
bobine sunt cuplate magnetic diferenţial (Ljk<0). 
 Semnul inductivităţii mutuale dintre două bobine depinde de trei 
factori: 

• poziţia spaţială relativă a celor două bobine;( rotind 
una dintre bobine cu π , se schimbă semnul 
cuplajului) 

• sensul de înfăşurare a spirelor fiecărei bobine; 
• sensul curenţilor prin cele 

două bobine. 
Primii doi factori depind de construcţia 

bobinelor (proiectant) şi se marchează bornele 
bobinelor pe schemă cu un asterisc (∗ ), rămânând 
a se judeca semnul cuplajului doar în raport cu 
sensurile celor doi curenţi (dacă ambii intră sau 
ambii ies din bornele marcate, cuplajul este 

adiţional).  Când unul intră în borna marcată şi 
celălalt iese, evident cuplajul este diferenţial. Pentru situaţia din figura 4.4, 
cuplajul este adiţional (L12=L21>0) şi tensiunea la bornele bobinei L2 este 
formată atât din tensiunea autoindusă cât şi de tensiunea indusă de către 
curentul i1 prin cuplajul L12:  

 

jkΦ
Lk L j

ki ji

Fig 4.3

2u

1i 2i

Fig 4.4

L1

L12
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22 21 2 1
2 2 21

tensiunea  autoindusă tensiunea  indusă  prin cuplaj magnetic

d d di diu L L
dt dt dt dt
Φ Φ

= + = +
�	
 ��	�


    

 
Expresia acestei tensiuni în regim sinusoidal poate fi scrisă în valori 

complexe sub forma: 
112222 ILjILjU ω+ω=                                       (4.8) 

 
Dacă tensiunea autoindusă şi cea indusă prin cuplaj magnetic la 

bornele unei bobine au acelaşi sens (deci se adună), atunci cuplajul este 
adiţional. 

 
4.3 Impedanţe mutuale 
 
Considerăm o bobină j dintr-un circuit având inductivitatea proprie 

Lj care este cuplată magnetic cu alte m bobine din circuit, fluxul magnetic 
total (obţinut prin suprapunerea algebrică a fluxurilor componente) produs 
de cele m bobine prin suprafaţa bobinei j este jextΦ  (figura 4.5).  

Acest flux, se poate scrie sub forma: 

                                            

      (4.9) 

unde ( jkL± ) este inductivitatea mutuală 
dintre bobina j şi k ( la poziţie relativă şi 
sens de înfăşurare date, semnul lui Ljk 

depinde doar de sensul celor doi curenţi ij şi ik). 
T.e.m. indusă în bobina j de fluxul mutual este: 

∑
=

−=
Φ

−=
m

1k

k
jk

jext
jext dt

di
L

dt
d

e                                  (4.10) 

Scrisă în valori complexe această t.e.m. devine: 

∑
=

ω−=
m

1k
kjkjext ILjE                                          (4.11) 

Notăm:                     kjjkjkjk ZjXLjZ ==ω=                                   (4.12) 
 

jextΦLj
gje

bju

(4.7)

k
m

1k
jkjext iL∑

=

±=Φji
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Unde jkZ = kjZ  este impedanţa mutuală dintre cele două bobine ( jkX± ) este 
reactanţa de cuplaj. 

T.e.m. jkE  indusă prin cuplajul Ljk este o parte din t.e.m. jextE . 

Mărimea kjkjkjk IjXEU =−=  este căderea de tensiune pe impedanţa 
mutuală egală şi de sens contrar cu t.e.m. indusă prin cuplajul Ljk. 

Ţinând seama de aceste mărimi, tensiunea aplicată laturii j se poate 
scrie (pe baza relaţiei 4.5) sub forma: 

m

gj jk kaj bj
k 1

U E U Z I
=

= + − ∑                                 (4.13) 

Şi cum jjaj IZU = , teorema lui Joubert se scrie în complex sub 
forma: 

m

gj j j jk kbj
k 1

E U Z  I Z  I
=

+ = + ∑                                  (4.14) 

Dacă bjU  se asociază cu jI  după regula de la generatoare, se 

schimbă semnul lui bjU  în relaţia (4.14), iar dacă sensul t.e.m. a sursei g jE  

este contrar cu jI  se schimbă sensul lui g jE . De obicei, ca să nu se 
greşească şi pentru a scrie unitar relaţiile, toate mărimile care se referă la o 
latură ( I , E , U …) au acelaşi sens de referinţă. 

 
 

4.4. Impedanţe şi admitanţe echivalente 
 
Impedanţa echivalentă în raport cu două borne ale unui circuit se 

defineşte ca raportul dintre U  şi I  la bornele respective: 

eee jXR
I
UZ +==                                           (4.15) 

iar admitanţa echivalentă este: ee jBG
U
IY +==  

 
                                        

 

(4.16)
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4.4.1 Circuite în serie, necuplate inductiv 
 

Considerăm un circuit format din mai mulţi dipoli activi legaţi în 
serie, fiecare având impedanţele 1Z , 2Z , … şi t.e.m. 1E , 2E , … . 
Ansamblul acestora poate fi înlocuit cu dipolul echivalent având parametrii 

eZ  şi eE (figura 4.6). 
Tensiunea la bornele dipolului 
k va fi :                       

kU = kZ I - kE                 (4.17) 
iar la bornele ansamblului ea 
este (ţinând seama că 1I = 2I = 
…= nI =I )  

Pentru dipolul 
echivalent ecuaţia de tensiuni 

    
  este:  

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−=−== ∑∑∑∑∑
=====

ee

n

1k
k

n

1k
k

n

1k
k

n

1k
kk

n

1k
k

EIZU

EZIEIZUU
                 (4.18)  

Prin identificare între relaţiile precedente se poate scrie: 

n
e kn

k 1
e k 1 2 n n

k 1
e k

k 1
n

e k 1 2 n
k 1

R R

Z Z Z Z ... Z

X X

E E E E ... E

+

=

= +

=

=

⎧ ⎧
⎪ =⎪
⎪ ⎪

= = + + + ⎨⎪
⎪⎪ =⎨ ⎪

⎪ ⎩
⎪
⎪ = = + + +⎪
⎩

∑
∑

∑

∑

      (4.19) 

Expresia ∑
=

=
n

1k
ke ZZ  spune că impedanţa echivalentă la legarea în 

serie se poate obţine prin compunerea geometrică a impedanţelor 
componente în planul Z (figura 4.7).  

-
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2Z

I I
1scI

2scI
escI

Fig 4.8
1Z eZ

Proiecţia lui eZ pe axa reală 
este rezistenţa echivalentă Re>0 iar 
proiecţia pe axa imaginară este Xe 
(Xe>0 – circuit inductiv,  iar Xe<0–
circuit capacitiv). Deci:          

   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

∑
∑

±

+

ke

ke

XX

RR
                  (4.20) 

Dacă se conectează în serie 
mai multe surse reale de curent 
(fiecare având un curent kscI  în 

paralel cu impedanţa internă kZ ) ca 
în figura 4.8, se poate arăta că 
dipolul echivalent va avea 
parametrii:   

 

  
k

e

n

k scn
k 1

 sce k n
k 1

k
k 1

Z I
Z Z  ;         I

Z

=

=

=

= =
∑

∑
∑

                               (4.21) 

Circuitul echivalent serie în c.c. este caracterizat prin rezistenţa 
echivalentă Re şi t.e.m. echivalentă Ee: 

;RR
n

1k
ke ∑

=
=   ∑

=
=

n

1k
ke EE                (4.22) 

4Z

2Z2Z
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U

1U 2U nU

1Z 2Z nZI

1U

2U

1Z

2Z

U

Fig 4.10

1C 2C

U1 2U

U

I

Fig 4.11

 
Divizoare de tensiune    

 
Mai multe impedanţe în 

serie (figura 4.9) se spune că divid 
tensiunea la borne U în mai multe 
fracţiuni: 

U
Z
Z

IZU ; U
Z
Z

IZU
e

k
kk

e

1
11 ====

  (4.23) 

Divizoarele de tensiune frecvent utilizate divid 
tensiunea U în două fracţiuni 1U  şi 2U : 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
+

==

=
+

==

UkU
ZZ

Z
IZU

UkU
ZZ

Z
IZU

2
21

2
22

1
21

1
11

; sau   

e
1

1

e
2

2

Y
U U

Z
Y

U U
Y

⎧ =⎪
⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

           

 
Se obţine o divizare propriu-zisă doar dacă 

21

1
1 ZZ

Z
k

+
=  şi 2k  sunt în modul mai mici ca 1, 

respectiv 121 ZZZ >+  şi 221 ZZZ >+ . 
O divizare se obţine cu două rezistenţe în serie 

(divizor rezistiv) utilizat frecvent în tehnica curenţilor 
slabi sau cu două condensatoare în serie (divizor capacitiv) utilizat în tehnica 
curenţilor tari ( nu consumă putere ).  

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
==

+
==ω

ω
=

ω
=

U
CC

CU
C
C

U

U
CC

CU
C
C

UCj
Cj
1I

Cj
1U

21

1

2

e
2

21

2

1

e
e

11
1

            (4.25) 

În acest caz 1U  şi 2U  sunt mai mici ca U  şi în faza cu aceasta, deci 
este o divizare corectă. 

 

Fig 4.9

I

(4.24)
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Observaţie: Pentru o conexiune de elemente simple în serie se obţine: 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
==== ∑∑∑∑

====

n

1k
ke

n

1k ke

n

1k
ke

n

1k
ke SS;

C
1

C
1;LL;RR               (4.26) 

unde 
C
1S =  este elastanţa unui condensator [F-1]. 

 
 

4.4.2 Circuite paralel, necuplate inductiv 
 
Considerăm n dipoli activi ( fiecare cu kY  şi kE  în serie ) legaţi în 

paralel ca în figura 4.12 şi dorim să determinăm parametrii eY  şi eE   ai 
dipolului echivalent.  

 
 

Curentul absorbit pe la borne este: n21

n

1k
k I...IIII +++== ∑

=

 

Pentru dipolul de pe ramura k se poate scrie: ( )kkk EUYI += . 
Deci: 

∑
∑

∑
∑∑∑

=

=

=

===

⋅

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+=+==
n

1k
kn

1k
k

n

1k
kkn

1k
kk

n

1k
k

n

1k
k Y

Y

EY

UEYYUII      (4.28) 

 
Pentru dipolul echivalent se poate scrie: ( )ee EUYI += . 
Prin identificare între relaţiile precedente se obţine: 

1Y

(4.27)
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Admitanţa echivalentă dată 
de (4.29) corespunde unei însumări a 
admitanţelor în planul Y , cu regula 
poligonului (fig 4.13). Proiecţia lui 

eY  pe axa reală este Ge, iar proiecţia 
pe axa imaginară este Be. (Be>0 – 
circuit capacitiv, Be<0 – circuit 
inductiv). 

 
T.e.m. echivalentă dată de (4.30) este valabilă chiar dacă nu toate 

ramurile au t.e.m. kE  (cele care nu au sursă se consideră 0Ek = ), iar acolo 
unde sursa kE  este aşezată invers se consideră cu - kE . 

Pentru o conexiune de elemente simple în paralel, parametrii 
echivalenţi sunt: 

n

e kk 1

1 1
R R=

= ∑ ; ∑
=

=
n

1k
ke GG ; 

n

e kk 1

1 1
L L=

= ∑ ; ∑
=

=
n

1k
ke CC              (4.31) 

 
Dacă vom avea surse reale de curent în paralel (figura 4.14), 

parametrii dipolului echivalent se deduc similar: 

e k

n n
sce k sc

k 1 k 1
Y Y      ;       I I

= =
= =∑ ∑                              (4.32) 

 
 

n

k k
k 1

e n

k
k 1

Y E
E

Y

=

=

=
∑

∑
(4.30)

Fig 4.13
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⎧
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I

1scI
2scI

escI
1Y 2Y eYU

Fig 4.14

1Z

2Z

1I
I

Fig 4.15

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 
Divizoare de curent 
Un circuit pasiv format din mai multe ramuri în paralel 

( ∑
=

=
n

1k
ke YY ) divizează curentul I  în fracţiunile 1I , 2I ,… Dar: 

1 2 n k
k

1 2 n e e

I I I YIU ... I I
Y Y Y Y Y

= = = = = → =                         (4.33) 

Pe baza relaţiei (4.33) se poate calcula curentul care se ramifică prin 
ramura k ca o fracţiune din curentul total I . Un divizor cu două impedanţe 
în paralel (fig 4.15) realizează o divizare de curent: 

;
Z
1Y
1

1 =     ;
Z
1Y
2

2 =      
21

21
21e ZZ

ZZ
YYY

⋅
+

=+=  

1 2
1 1

e 1 2

2 1
2 2

e 1 2

Y Z
I I I k I

Y Z Z
Y Z

I I I k I
Y Z Z

⎧ = = =⎪ +⎪
⎨
⎪ = = =
⎪ +⎩

                              

Relaţiile (4.34), numite şi regula divizorului de curent   realizează o 
divizare propriu-zisă doar dacă 1k1 <  şi 1k 2 < . Divizoare se realizează cu 
două rezistenţe în paralel; în acest caz cei doi curenţi sunt mai mici ca I  şi 
sunt în fază cu el. 

2I

(4.34)
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1I U

I2I
D37

Fig 4.17

Aplicaţie: Circuitului din figura 4.16 i se aplică tensiunea 

t314sin2u = , iar elementele au valorile Ω=
4
1R ; Ω=

3
1XL . Să se 

determine curenţii şi puterile absorbite.  
 

1
11 4

R
1GY −Ω=== ; 

1

L
2 3j

jX
1Y −Ω−== ; 

D37/53j4YYY 21e −=−=+= A 

Curentul total absorbit este: A37/ 100UYI e
D−==  

 

Curenţii prin cele două laturi sunt: 

o1
1 oe

Y 4I I 100 / 37 80A
Y 5/ 37

= = − =
−

   sau:     A80
4/1

20
R
UI1 ===   

2
2

e

Y j3I I 100 / 37 j60A
Y 5/ 37

−
= = − = −

−
D

D    sau:  A60j
3/1j

20
jX
UI

L
2 −===  

şi au reprezentarea fazorială din figura 4.17. 
 

Valoarea instantanee a curentului are 
expresia :  

)37t314sin(1002i 0−=  

             Puterea complexă absorbită de  circuit are 
expresia: 

( )S U I 20 100 / 37 2000 / 37 1600 j1200 VA∗= ⋅ = ⋅ − = − = +D D  

 
Puterile consumate de cele două ramuri sunt: 

2 2 2 2
1 L 2

1 1P RI 80 1600     W        Q X I 60 1200   VAR
4 3

= = ⋅ = = = ⋅ =  

 

U
2I

R

L

1I
I

2I U

Fig 4.16
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4.4.3 Impedanţa echivalentă pentru circuite în scară 
 

În figura 4.18 sunt prezentate două circuite formate din mai multe 
impedanţe conectate în scară (sau în cascadă). Impedanţa echivalentă se 
poate deduce din aproape în aproape considerând că fiecare element este 
legat în serie (sau în paralel) cu întreg circuitul aflat în dreapta sa. În prima 
schemă ,...Z,Z,Z 531  sunt impedanţele longitudinale iar ,...Z,Z,Z 642  sunt 
impedanţele transversale.  

 

 

Cele două impedanţe echivalente sunt scrise sub forma unor fracţii 
continue (funcţii Stieljes), expresia lor diferă dacă la intrare există sau nu un 
element pe ramura longitudinală. 

Observaţie: Un dipol pasiv admite o impedanţă echivalentă cu elementele (R,X) în 
serie sau o admitanţă echivalentă cu (G,B) în paralel, ca în figura 4.19. 
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1Z Z  1 1 1Z Z  1 1 1Z Z  1 1 
Z Z Z
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+
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+

+
+

+
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3 4
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1Z  1 1 1Z Z  1 1 1Z Z  1 1 
Z Z Z

=
+

+
+

+
+

+

Fig 4.19
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Dacă pentru un dipol pasiv, figura 4.19, se cunosc mărimile(R,X) i se 
asociază o schemă serie de tip RL sau RC în funcţie de semnul lui ±X . Dacă 
sunt precizate mărimile (G,B) se asociază o schemă paralel GL sau GC, 
după semnul lui ±B . 

 
 

4.4.4 Impedanţa echivalentă a circuitelor cuplate 
 

A. Circuite cu conexiune serie, cuplate magnetic 
 

Considerăm două bobine cu parametrii (R1, L1) şi (R2, L2) cuplate 
magnetic (figura 4.20), inductivitatea mutuală dintre ele fiind 12L± , după 
cum cuplajul este adiţional sau diferenţial.  

 

 
 
Tensiunile de la bornele celor 

două bobine se pot scrie cu teorema lui 
Joubert: 

( )1 1 121U R j L I j L I= + ω ± ω  

( )2 2 122U R j L I j L I= + ω ± ω  

 

 

 

U

2U

IjX2
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( ) ( ) e 1 2
1 2 1 2 121 2

e 1 2 12

R R R
U U U R R I j L L 2L I

L L L 2L
= +⎧

= + = + + ω + ± → ⎨ = + ±⎩
 

(4.35) 

Compunerea tensiunilor 1U  şi 2U  este reprezentată în diagrama 
fazorială din figura 4.20. Parametrii echivalenţi (4.35) sunt Re şi Le. Dacă 
două bobine se leagă în serie adiţional şi se măsoară La=L1+L2+2L12 şi apoi 
inversăm bornele la una dintre bobine, atunci ele vor fi legate în serie 
diferenţial: Ld= L1+L2-2L12.Având valorile La şi Ld se poate deduce valoarea 
inductivităţii mutuale (de cuplaj) dintre ele: 

4
LL

L da
12

−
=  

Observaţie: Inductivitatea mutuală L12 dintre două bobine separate galvanic se 
poate măsura pe baza schemei din figura 4.20’. Un ampermetru are RA<< deci nu 
influenţează curentul 1I , iar voltmetrul are RV >>, deci 2I <<, practic nul. 

 
 

( ) 1121122222 IjXIjXIjXRU ±=±+=  

Curentul I1 se măsoară la ampermetru, iar U2 la voltmetru, deci: 

1

2
12

1

2
1212 I

U
L

I
U

LX
ω

=→=ω=                              (4.35’) 

Dacă nu se cunoaşte frecvenţa de lucru, se poate monta şi un hertzmetru şi 
fπω 2= . 
 

B. Circuite paralel, cuplate mutual 
 
Considerăm două bobine cu parametrii (R1, L1) şi (R2, L2) cuplate 

magnetic prin L12 şi legate în paralel ca în figura 4.21 şi dorim să 
determinăm parametrii echivalenţi  (Re, Le).  
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Pentru circuitul paralel din figura 4.21 ecuaţiile de tensiuni se scriu 
sub forma: 

( )
( )

1 1 12 121 2 1 1 2 1 1 m 2

2 2 12 122 1 1 2 2 m 1 2 2

1 2

U R j L I j L I Z I jX I Z I Z I

U R j L I j L I jX I Z I Z I Z I
I I I

⎧ = + ω ± ω = ± = ±
⎪

= + ω ± ω = ± + = ± +⎨
⎪ = +⎩

   (4.36) 

 
 
Dar : 

 ( ) ( ) ( ) ( )m22m111m222m11 ZZIZZIIZIZIZIZU ∓∓ =→±=±= (4.37)  

Impedanţa echivalentă în raport cu bornele de alimentare este: 

1 m
1 1 m 2

2 m 1 2 1 m 1 m m
e

1 2 1 2 m1 m
1

2 m

Z ZI Z Z
Z Z Z Z Z Z Z Z ZU UZ

I I I Z Z 2ZZ ZI 1
Z Z

⎡ ⎤
±⎢ ⎥

± −⎣ ⎦= = = =
+ +⎡ ⎤

+⎢ ⎥
⎣ ⎦

∓
∓ ∓

∓∓
∓

  

Impedanţa mutuală dintre cele două ramuri este: 12m mZ jX j L= = ω  

iar 2 2
mmZ X= − , respectiv impedanţa echivalentă eZ  din (4.38)  se scrie 

astfel: 
2 2

m1 2 m 1 2
e

m1 2 m 1 2

Z Z Z Z Z X
Z

Z Z 2Z Z Z j2X
⋅ − ⋅ +

= =
+ +∓ ∓

                          (4.39) 

 
Primul semn de la numitor corespunde cuplajului adiţional, iar al 

doilea corespunde cuplajului diferenţial între ramuri. 
 
 

Fig 4.21

(4.38)

U

U

1I
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În particular, dacă cele două ramuri nu sunt cuplate magnetic se 
obţine cunoscuta expresie pentru impedanţa echivalentă a două ramuri în 
paralel: 

21

21
e ZZ

ZZ
Z

+
⋅

=                                               (4.40) 

 
 

4.4.5 Impedanţa echivalentă a circuitelor cuplate de tip 
         transformator 
 
Considerăm un circuit ca în figura 4.22, unde 111 jXRZ += , este 

impedanţa circuitului 
primar iar 

222 jXRZ +=  este 
impedanţa circuitului 
secundar la bornele căruia 
este cuplată impedanţa de 
sarcină sZ . Impedanţa de 
cuplaj magnetic între 

primar şi secundar este m 12mZ jX j L= = ω . Tensiunea de alimentare la 
bornele primarului 1-1’ este 1U , iar la bornele secundarului 2-2’ este 2U . 

Dorim să stabilim o schemă echivalentă fără cuplaje mutuale pentru 
circuitul din figura 4.22, precum şi să determinăm impedanţa echivalentă 

'11
eZ  a întregului circuit în raport cu bornele de intrare 1-1’. 

Ecuaţiile de tensiuni ale circuitului sunt de forma:  

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

m 1 1 m m1 1 m 2 1 1 1 1 21 1

m m 2 2 mm 1 2 s 2 2 1 2 2 2 s 2

U Z I Z I            jX I R I j X X I jX I I U

0 Z I Z Z I  jX I jX I I R I j X X I Z I 0

⎧ ⎧= + ± + − + + =⎪ ⎪⇒⎨ ⎨
= + + ± + + + − + =⎪⎪ ⎩⎩

 

Ecuaţiile (4.41) s-au obţinut adunând şi scăzând în cele două ecuaţii 
termenul 1m IjX  respectiv 2m IjX . Ecuaţiilor (4.41) le corespund o schemă 
echivalentă ca în figura 4.23, care este o schemă fără cuplaje magnetice. 
Scriind ecuaţiile de tensiuni pentru cele două ochiuri ale schemei echivalente 
(figura 4.23), ele sunt identice cu ecuaţiile (4.41) scrise pentru schema cu 
cuplaje din figura 4.22.  

* *

1I 2I

1U
2U

1X 2XXm
sZ

1R 2R 2

'2

1

'1 Fig 4.22

(4.41)
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Comparând schemele din figura 4.22 şi figura 4.23, se vede care ar fi 

regula de a elimina cuplajul magnetic dintre două bobine. Prin înlocuirea 
unei scheme cu cuplaje prin una fără cuplaje, ecuaţiile de tensiuni nu trebuie 
să se modifice. 

În figura 4.24 cu M s-a notat inductivitatea mutuală dintre cele două 
bobine, iar în schema fără cuplaje din dreapta figurii 4.24 prin “M” 
înţelegem o bobină cu inductivitatea proprie M iar prin “-M” înţelegem un 

condensator cu reactanţa C 2
1 1X M C
C M

= = ω → =
ω ω

. Alte situaţii posibile 

ilustrăm în figura 4.25 pentru cazul în care convenţia de asociere a sensurilor 
( 11 I,U ) şi ( 22 I,U ) la cele două porţi este diferită. 

 

  

 

1 1 21

2 2 12

U j L I j MI
U j L I j MI

= ω ± ω⎧
⎨ = − ω ω⎩ ∓

( ) ( )
( ) ( )
1 1 1 21

2 2 1 22

U j L M I jM I I

U j L M I j M I I

⎧ = ω ± −⎪
⎨

= − ω ± ω −⎪⎩

∓

∓

1I 2I

1I

2I

1U

2U1U2U
21 II −

21 II −

1L 2L ML1 ± ML 2 ±

M∓

±M

Fig 7.24

1 1 21

2 12

U j L I jMI
U j L I j MI

= ω ±⎧
⎨ = − ω ω⎩ ∓

( ) ( )
( ) ( )
1 1 1 21

2 2 1 22

U j L M I jM I I

U j L M I j M I I

⎧ = ω ± +⎪
⎨

= − ω ω +⎪⎩

∓

∓ ∓

1I 2I

1U

2U

1L
1I 2I

1U 2U

1L M± 2L M±
M±

21 II +
M∓

Fig 4.25
21 II +

Fig. 4.24 
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O altă situaţie este prezentată în figura (4.26). 

Revenind la impedanţele primare şi secundare cuplate ca în figura 
4.22, dorim să determinăm impedanţa echivalentă a întregului circuit în 
raport cu bornele de intrare 1-1’ (

'11
eZ ): 

Din ecuaţiile de tensiuni scrise pe circuitul secundar (4.41) rezultă: 

2
m m

2 1 1 11
2 s 2 s

Z Z
I I U Z I

Z Z Z Z

⎛ ⎞−
⎜ ⎟= → = −
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

                    (4.42) 

'11
s s

2 2 2
1 m m m

e 1 1 1
1 2 2 2t

U Z X X
Atunci:  Z Z Z Z

I Z Z Z Z Z
= = − = + = +

+ +
            (4.43) 

unde t2Z  este impedanţa totală a circuitului secundar: 

( ) ( )2 s 2 s 2t 2t2t 2 sZ Z Z R R j X X R jX= + = + + + = +            (4.44) 

 
Impedanţa: 

( )
2 2

' * *2 2 ' 'm m
12 12 2t 2t 2 22 2t 2t2

2 S 2t

Z XZ Z Z R jX R jX
Z Z Z
−

= = = α = α − = +
+

 

reprezintă impedanţa secundarului reflectată în primar iar mărimea:  

2
t2

2
t2

2
m

2
t2

2
m2

12 XR

X

Z

X

+
==α                                        (4.46) 

reprezintă coeficientul de reflexie al impedanţei secundare în primar. 

2L
1L

3L

12L 0L12 >
121 LL +

122 LL +

123 LL −

0L12 <

121 LL −

122 LL −

123 LL +

(4.45)
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 Mărimea '
2R  este rezistenţa secundarului reflectată în primar: 

( )' 2 2
2 12 2t 12 2 sR R R R 0= α = α + ≥                             (4.47) 

respectiv (R2+RS) prin reflectare se simt tot ca o rezistenţă în primar, dar de 
valoare '

2R . Mărimea '
2X  este reactanţa secundarului reflectată în primar: 

( )' 2
2 12 2 sX X X= −α +                                       (4.48)  

respectiv reactanţa secundarului ( )2 sX X+  prin reflectare îşi schimbă atât 

valoarea cât şi semnul, deci se va simţi în primar cu valoarea ( )2
12 2 sX Xα +   

şi dacă a avut caracter inductiv va avea după reflectare caracter capacitiv şi 
reciproc. 

Conform relaţiei (4.43) impedanţa echivalentă la bornele 1-1’ se poate 
scrie sub forma: 

 

Rezistenţa şi reactanţa echivalentă vor avea valorile: 

( )

( )

'11

'11

2
e 1 12 2

2
e 1 12 2 s

R R R Rs

X X X X

⎧ = +α +
⎪
⎨

= −α +⎪
⎩

                           (4.50) 

 
 

(4.49)( ) ( )
'11

2
' 2 2m

1 12 2 s 1 12 2 s e ee 1 1 2
2t

XZ Z Z Z R R R j X X X R jX
Z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = + = +α + + −α + = +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1E

1

'1

1L

Z R jX1 11= +

12L 23L2L

2Z

3Z

4Z

3L

4L34L

Fig 4.27
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 Dacă avem un sistem de mai multe circuite cuplate în lanţ (figura 4.27), 
impedanţa echivalentă în raport cu bornele 1-1 '  se deduce succesiv prin 
reflectarea impedantelor din circuitul 4 în 3, apoi din 3 în 2 şi împreună din 
2 în 1 şi este 

'' 1111
e eeZ R jX= + . Coeficienţii de reflexie de forma (4.46) 

permit să scriem parametrii echivalenţi.      

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

'11

'11

' '' 11 1111

2 2 2
e 1 12 2 23 3 34 4

2 2 2
e 1 1 12 2 2 23 3 3 34 4 4

e ee

R R R R R

X X L X L X L X L

Z R jX

⎧ = +α +α +α⎪
⎪
⎪ ⎡ ⎤= +ω −α +ω −α +ω −α +ω⎨ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎪
⎪ = +
⎪⎩

 

Sau, pentru aceeaşi schemă din figura 4.27, impedanţa echivalentă în raport 
cu bornele sursei 1-1’ se poate scrie sub forma (privite ca circuite în scară) 

( )
( )

( ) ( )

' '' 11 1111

2
12

1 e ee 1 2
23

22 2
34

33
44

XZ Z j L R jX
XZ j L

XZ j L
Z j L

= + ω + = +

+ ω +

+ ω +
+ ω

Curenţii care circulă în subreţelele circuitului din figura 4.27 se pot scrie sub 
forma:  

'11

1
e

EI ;
Z

= 12
2

2e 2

jXI ;
Z j L
−

=
+ ω

 

( ) ( ) ( )
2 12 2323 1

3 2
3 2 33e 2e 3e

X X IjXI I j ;
Z j L Z jX  Z jX
−

= = −
+ ω + +

 

( ) ( ) ( ) ( )
323 12 23 31

4 3 1
4 2 3 44 2e 3e 4

jX X X XI I j I
Z j L Z jX  Z jX  Z jX
−

= = −
+ ω + + +

  

 
 
 
 

( ) ( ) ( )

2 22
2 2 223 3412
12 23 342 2 22 22

2 2 2 4 4 43 3 3

X XX ; ;
R X L R X LR X L

α = α = α =
+ +ω + +ω+ +ω

(4.51)

(4.52)

(4.53)

11
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Aplicaţii:  
1. Pentru schema din figura 4.28 se cere să se determine impedanţa  
echivalentă în raport cu bornele A şi B. 

Prin cuplajul L56 impedanţa circuitului 6: 6 66
6

1Z R j L
C

⎛ ⎞
= + ω −⎜ ⎟ω⎝ ⎠

 

se reflectă la bornele a-b ale bobinei L5, coeficientul de reflexie este: 

( )6 6

2
2 56
56 22

6 L C

X

R X X
α =

+ −
 

 
iar ramurile 8 şi 9 sunt două ramuri paralel cuplate magnetic adiţional şi a 
căror impedanţă echivalentă 89Z  este de forma (4.39). 
 Între punctele A şi B având o structură de circuit serie, impedanţa 
echivalentă se poate scrie succesiv sub forma: 
 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

4 5 6 62
3

2 4 5 6 6

2 2
4 C 5 56 6 L 56 L C2 C

1 CAB 2 22 C 4 5 56 6 C L 56 L C

R jX R R j X X XR jX
Z R jX

R jX R R R j X X X X

⎡ ⎤+ ⋅ +α + −α −− ⎢ ⎥⎣ ⎦= + − + +
− ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +α + − + −α −⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

( ) ( )
( ) ( )

8 9
7

8 9

2
8 L 9 L 89

L AB AB
8 L 9 L 89

R jX R jX X
jX R jX

R jX R jX j2X

+ ⋅ + +
+ + = +

+ + + −
 

A B1R 2R

2C
3C

4R

5R

4C

5L

56L6L

6R 6C

7L

8R

9R

8L

9L

89L

*

*

Fig 4.28

a b
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 2. Pentru schema din figura 4.29 se cere să se determine impedanţa 
(admitanţa) echivalentă în raport cu bornele A şi B.  
 

Fig. 4.29
 
Se observă că impedanţa circuitului 9: ( )9C9L99 XXjRZ −+=  se va 
reflecta prin cuplajul L89 la bornele bobinei L8. Ramurile 6 şi 7 sunt două 
ramuri paralel cuplate prin L67  diferenţial.  

Circuitul din figura 4.29 fiind o structură de ramuri în paralel 
(derivaţie), se va putea scrie impedanţa echivalentă ABY  sub forma: 

 

( ) ( )
( )( )

6

2 6 7

6 L 7 7 67
3 4AB 21 2 L 3 5 5 6 L 7 L 67

R jX R jXL j2X1 1 1 1 1Y j C j C j
R R jX R R X R jX R jX X

+ + + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + + ω + ω + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( ) ( )8 9 9

AB AB2 2
8 89 9 L 89 L C

1 G jB
R R j X X X

+ = +
⎡ ⎤+α + −α −⎣ ⎦

 

unde 2
89α  este coeficientul de reflexie al impedanţei 9Z şi are expresia: 

( )9 9

2
2 89
89 22

9 L C

X

R X X
α =

+ −
 

 
3. Fie circuitul din figura 4.30 cunoscut sub numele de puntea Wheastone, 
cu multiple utilizări în tehnica măsurărilor. Curenţii care circulă în braţele 
punţii au expresiile:  
 

*

1R

2R

2L

3R 3C 4C

5R 5L

6R

6L 67L
7L

7R 8R

9R9L8L 89L

9C
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U

'I

''I

D

3Z 4Z

1Z 2Z
A

B

(Fig 4.30)

       

 

          
21

'
ZZ

UI
+

= ; 

 
 

           
43

''
ZZ

UI
+

=  

 
 
 

 
 

 
 Puntea este în echilibru dacă ABU 0= , respectiv: 

2 3 2 4 1 4 2 4Z Z Z Z Z Z Z Z⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅  
Respectiv puntea va fi în echilibru dacă impedanţele sale satisfac condiţia: 

2 3 1 4Z Z Z Z⋅ = ⋅    sau      
4

3

2

1
Z
Z

Z
Z

=  

numită condiţia de echilibru a punţii. Dacă ZjXRZ =+=      
condiţia se poate explicită sub formele:  

respectiv:

( ) ( )

( ) ( )

1 1 4 41 4 2 3

1 4 1 4 2 3 2 3
2 2 3 3

1 4 4 1 2 3 3 2

1 1 4 4 2 2 3 31 4 2 3

1 4 2 3

1 4 3

Z Z Z Z     R jX  R jX

R R X X R R X X
R jX  R jX ;

R X R X R X R X

Z Z Z Z      Z / Z / Z / Z /

Z Z Z Z

⋅ = ⋅ ↔ + + =

− = −⎧
= + + ⎨ + = +⎩

⋅ = ⋅ ↔ ϕ ⋅ ϕ = ϕ ⋅ ϕ

⋅ = ⋅⎧
⎨ϕ + ϕ = ϕ+ ϕ⎩

                  

 
Condiţia de echilibru (4.54) se poate explicita sub formele (4.55) şi (4.56). 
Dacă una dintre impedanţe este necunoscută (de exemplu 4Z ), se aduce 
puntea în echilibru reglând 21 Z,Z  şi 3Z  şi apoi din relaţia (4.54) se deduce 

4Z . Aprecierea stării de echilibru ( 0UAB = ) se face cu instrumente de 
precizie. Este mai uşor de măsurat valoarea unei tensiuni decât să 
determinăm când este ea nulă. 

ϕ

(4.54)

(4.56)

(4.55)

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+

=−=
43

4

21

2''
4

'
2AB ZZ

Z
ZZ

ZUIZIZU

iar tensiunea între 
punctele A şi B este: 


