7. Metode de analiza a circuitelor electrice in

regim permanent

Un circuit electric cu &laturi, n-noduri si s-subretele functioneaza in

regim permanent sinusoidal,deci marimile de stare pot fi transpuse in
complex. Fiecare laturd are o sursa de tensiune electromotoare (t.e.m)
Ey (sau o sursd de curent I , uneori, pentru a lucra unitar, se convertesc

sursele reale de curent in surse reale de tensiune), are o impedanta
proprie Z, $1 mai multe impedante mutuale Zy;. Prin fiecare latura circula

cate o intensitate 1, iar la bornele fiecdrei laturi este o tensiune U, .

Problemele care se pun in studiul circuitelor electrice in regim permanent
sunt de doua categorii.

Analiza unui circuit , sau a rezolva circuitul Inseamna a determina
intensitatile curentilor (il ) in fiecare din cele ¢ laturi (k = I,_Z)
atunci cand se cunosc tensiunile electromotoare ale surselor de pe
laturi (e, Ey ) si impedantele proprii si mutuale Zy, Zy; (respectiv
parametrii Ry ,Li,Cy,Ly; ). Aceastd problema este problema

fundamentala a analizei unui circuit.
Daca se cunosc E; (I ) ale surselor si curentii de pe laturi I si se

cer impedantele Z; (Z j) , respectiv constructia circuitului la o
topologie datd, aceasta este problema de sinteza a unui circuit.

Daca se dau Z, , ij si curentii doriti prin fiecare laturd si
necunoscutele sunt parametrii surselor E; si I , aceasta este o

problema de sinteza surselor.

7.1 Analiza circuitelor pe baza teoremelor lui

[Kirchhoff (TK)]

Pentru un circuit liniar format din s subretele, cu ¢ laturi §i n noduri ,

teoremele lui Kirchhoff se scriu in valori instantanee sub forma (6.9) si
(6.16) si reprezinta, din punct de vedere matematic, un sistem de ¢ ecuatii

integro-diferentiale cu necunoscute: ij,i,...i, , sub forma:
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Z 1) = b=1,n-s
keb (7.1)
. m di. .
z (Rkik +Lk % ‘f‘L ikdﬂ‘z ij —’]): Z Ck pzl,O
K dt Cy = dt
ep i=1 kep
iar sub forma complexa ele au expresia (6.21). respectiv:
Z 1, =0; b=lLn-s
keb (7.2)
m —
>z I +Zijlj = > Ex p=lo
kep j=1 kep

Sistemul (7.2) este un sistem de ¢ ecuatii algebrice, cu coeficienti
complecsi din care (n-s) ecuatii se scriu cu T1K in noduri $i o=¢-n+s
ecuatii cu T2K pe ochiuri independente, alese cu ajutorul grafului de circuit.
Cum sistemul omogen (E =0)care inseamnd circuitul pasivizat, admite

solutie identic nuld(printr-un sistem pasiv nu pot circula curenti , deci toti
14 =0), rezultd ca solutia sistemului neomogen(7.2) este unicad. Deci, cu
TK se pot scrie cele ¢ ecuatii din (7.2) si prin rezolvarea lor, curentii din
laturi I;,1,,15....1, au valori unice.

Aplicarea TK pentru a rezolva un circuit se face dupa urmatorul
algoritm:

e se aleg sensuri de referinta arbitrare pentru fiecare latura

e cu ajutorul grafului de circuit se aleg cele o ochiuri independente,

fiecare cu un sens propriu de parcurgere
e in fiecare subretea se aleg (ng-1) noduri independente, respectiv

(n-s) pentru tot circuitul

e se scriu cele (n-s) ecuatii cu TIK in noduri si “0” ecuatii cu T2K
pe ochiurile independente de forma (7.2)

e daca exista laturi cu sursa ideald de curent ( laturi incomplete, care
au Z=o0, acestea se vor considera corzi in graf si pentru ochiul
ce trece prin acea laturd nu se va scrie T2K. Vom avea cu o ecuatie
mai putin, dar si cu o necunoscutd mai putin ( curentul din latura
incompletd este chiar I al sursei ideale de curent)).
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Verificarea rezultatului, dupd rezolvarea sistemului

astfel:

(7.2) se poate face

e Aplicam T1K si 1n alte noduri decat cele utilizate in sistemul (7.2)

e Aplicam T2K pe alte ochiuri (bucle), diferite de ochiurile
fundamentale

e Tensiunea electrica intre doua puncte(sau 2 noduri) nu depinde de
drumul de integrare, respectiv de succesiunea de laturi prin care a
fost calculata

e Verificam bilantul puterilor electrice(S,P sau Q) pentru un circuit

inchis.
Aplicatie:
3 R4 l_]_
T 111 ‘
AN
iy b g J Li4
* ‘jL3 &
L‘JK—' L,
Rl L:| N # - |:‘:|R3
/D ng I
YO R
Lo
%
1g 7.1

Consideram  circuitul
din figura 7.1 , format
din s=2  subretele
cuplate prin L,, ;&4

laturi  parcurse  de

curentii 11,17,13,14
pentru  care s-au
adoptat  sensuri  de

referintd (acestea n-au
nici o semnificatie
fizica, cum este cazul

pentru pentru sensul
curentilor dintr-un
circuit de  curent
continuu) dar odata

alese, fata de ele scriem corect teoremele si interpretdm rezultatele

obtinute.

Tinand seama cum sunt marcate bornele pentru bobinele cuplate, rezulta
semnele inductivitatilor mutuale de cuplaj: L, <0;L,3 >0;L34 >0.

T.e.m ale surselor sunt cunoscute sub forma:

e, = N2E, sin(@t +7,) E,=E, /.
53::53&

ey =~/2E sin(et +7,)

(7.3)
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Nodurile sunt marcate cu 1, 2 si 3, pozitia nodului (3) pe bucla de sus nu
este precizata iar ochiurile independente I, IT si III au fost alese si orientate
cu ajutorul grafului, desenat alaturi de circuit.

Tensiunea la bornele bobinei (k) este suma algebrica dintre

L /'Lk'i te.m autoindusd in bobind: ey = L Sk si te.m induse
L e e T

prin cuplajele bobinei k cu alte bobine din circuit:

. d1
Fig 7.2 1§ = L , care vor avea acelasi sens cu ey, daca

Ly; >0 sau sens contrar daca Ly;<0. Intre parantezele care apar in

sistemul (7.4) sunt tensiunile la bornele unei bobine; in fata parantezei este
(+) daca ochiul parcurge bobina in acelasi sens cu orientarea laturii si (-)
daca parcurge bobina in sens invers cu sensul curentului sdu.

Ecuatiile scrise cu TK in valori instantanee (o ecuatie cu T1K si trei
ecuatii cu T2K) sunt:

il-i2+i3=0
dlz d12 d d13
Ry +(L -L L -L +L +— 1dt-|—— ndt=e
11(101 12 )(2dt 12dt 23 ) _[2 _[1 1
. d13 dlz d14 d12 dll d13
Rzis +(L; —+L +L +(L -L +L +—1dt—e
313 (3dt 237y Thaa )(2dt 1274, tlos ) _[2 2

R4i4 + (L4 di-l— L34 dﬁ) =0
d (7.4)

Sub forma instantanee, ecuatiile integro-diferentiale ale unui circuit,
se utilizeaza la studiul comportarii dinamice (regimul tranzitoriu al
circuitului) cand intereseaza solutiile ij(t),i,(t),i3(t) si iz(t), In conditii
initiale date.

Daca intereseaza studiul regimului permanent, ecuatiile se scriu cu
TK 1n valori complexe sub forma:

L -1, +I3=0

. ) 1 ) o1 ) .
Ry +joLj-joL{; - j—); + (JoL; - j——- joL{y)I, + joLy3l3 = E,
coCl (,OC2

. . 1
R3ly + j(Xp, I3 + X931 +X3414) + jo(LyIy -Lip L + Ly I3) + j0C, L, =E,

Ryly+ (X, Iy +X3413) =0 (7.5)
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S-au utilizat mai multe moduri de scriere a ecuatiilor pe ochiuri, tocmai
pentru a remarca diferitele modalititi. Ecuatiile Tn complex (7.5) se pot
compara termen cu termen cu forma lor instantanee (7.4).

7.2 Forma duala a teoremelor lui Kirchhoff.
Circuite duale

In circuite fard inductivititi mutuale(firi cuplaje), ecuatiile lui
Kirchhoff se pot scrie si sub altd forma, in care necunoscutele nu mai sunt
curentii din laturi I , ci tensiunile la bornele acestor laturi U, , asociate cu
sensul curentilor dupa conventia de la receptoare (figura 7.3) pentru care
putem scrie:

Fig7.3
U, =Z 1 -Ey k=1,¢ ecuatie de tensiuni (7.6)

L =Yg U +YgEg =Yy Up +g ecuatie de curenti

. 1 . 9 . .

in care Y= 7 este admitanta complexa a laturii k, iar
Zk

lsck =Y B = )kao reprezintd curentul de scurtcircuit al laturii k.

El poate fi interpretat ca si curentul ce s-ar obtine in latura k daca aceasta s-

ar desprinde din nodurile unde ea este legata si s-ar inchide pe ea insasi, (s-

ar scurtcircuita bornele sale: U, =0). Daca o laturd este pasiva (E; =0)

nu va avea curent de scurtcircuit, iar dacd este activa sensul lui ISCk va

coincide cu sensul lui E, .

Cu aceste precizari ecuatiile lui Kirchhoff, in cazul circuitelor fara
cuplaje, se pot scrie sub forma:

Z I, =0 (TTK)nod b Z Yy Uy = Z (L) = (TIK) pod b
keb keb
(clasic): { = (dual): T Uy =0 T2
Z Ll = Z Ey (T2K)ochi p kepik ochi p

kep kep (77)
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Intre ecuatiile scrise cu TK clasic sau dual (7.7)exista un izomorfism

matematic (o analogie de forma a ecuatiilor), be baza caruia se poate
construi o clasa de corespondenta Intre circuite clasice si circuite duale (mai
precis intre circuitul clasic dat si dualul sau) sub forma:

Circuit Circuit dual
clasic
Variabilele In circuitul dual necunoscutele for fi tensiunile
I la bornele fiecarei laturi (I* =U")
le—7F>U
Elementele Ce valoare are Z[Q] in circuitul clasic aceeasi
circuitului valoare numericd va avea Y[Q*I] in circuitul
74— Y dual
Sursele E4—> -1 . Sursa E este (+) daca are orientarea sensului
trigonometric al ochiului iar
-1, «—E I,. este (+) cand este injectat in nod. Si aici
este  egalitate  numericdi a  valorilor
E[V] =lIs [A]
Topologia _ Numiirul de ochiuri al circuitului dual (o) este
Nod  ——»Ochi egal cu numirul de noduri independente (n-1)
Ochi Nod ale circuitului clasic si invers (n—1)* = 0
TIK €7 T2K Asa cum rezultd din ecuatiile(7.7).
T2K “ T > TIK
Circuit Circuit | Cel serie clasic are un I, cel paralel dual are un
. «—>
serie paralel U
Circuit -
paralel <7 Circuit
serie

Sub forma duala, TK se enunta astfel:(vezi relatiile (7.7)):

TIK: Curentul de scurtcircuit injectat intr-un nod este suma algebrica a
curentilor de scurtcircuit a tuturor laturilor ce concura in acel nod

T2K: Pentru un ochi de circuit, suma algebrica a tensiunilor la bornele
tuturor laturilor care compun ochiul este nula.
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Circuite duale:

Doua circuite se numesc duale (unul altuia) daca intre elementele
celor doua circuite se poate stabili o corespondenta biunivoca asa cum s-a
ardtat in paragraful precedent. Oricdrei ecuatii in curenti(tensiuni), scrisa
penru unul dintre ele, sd-i corespunda o relatie analoaga (de acelasi tip)
scrisd 1n tensiuni (curenti) pentru al doilea circuit.

Un element cu fensiune data va avea dual un element de circuit cu
intensitate data; o sursa de curent este dualul unei surse de tensiune.

[ ]
Un receptor de impedanta Z data, are ca element dual un receptor cu

admitanta Y data.

Egalitatea tensiunilor (pe elementele 1n paralel), corespunde
egalitatii curentilor (prin elemente serie) in circuitul dual: elemente
vor corespunde elementelor conectate parale in

conectate serie
circuitul dual si reciproc.
Ecuatia S =0 aplicata intr-un nod va corespunde ecuatiei

ZQ « =0 scrisd pentru un ochi al circuitului dual. Deci nodurilor

(n,) dintr-un circuit dat le corespund ochiurile (0,) In circuitul dual
(ny=o05) si reciproc 0;=n, , respectiv in ambele circuite

n; +0; =n, +0,, se vor scrie tot atatea ecuatii si pentru circuitul dual.
Stabilirea

circuitului dual unui
circuit dat se face
dupa urmatorul

algoritm:
E, CD . SAe plaseaza
2 cate un nod al
BT S e circuitului dual
(nldanzd) in
fiecare ochi al
dat

circuitului
si cum numarul

de noduri fata
de cele

I d

=5
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n, independente este (n,+1), se mai plaseazd un nod n,’ in afara

circuitului (fig 7.4)

e  Fiecdrui nod (n,,n,,n,,n,) al circuitului dat (nod este punctul unde
sunt legate minim doua elemente) ii corespunde un ochi dual.

e Laturile duale intre ele se intretaie(graful lor este ortogonal cu graful
circuitului dat, curentii converg in nodul n,' daci sursele E sunt

parcurse in sens trigonometric (figura 7.4).

Egalitatea valorilor numerice a marimilor ce caracterizeazd elementele

duale (Z= Xd;E = ISC;ISC = Ed... ) implicd, datoritd analogiei ecuatiilor,
egalitatea valorilor numerice a tuturor marimilor pentru laturile duale intre
ele (Q=1d,1=gd), acesta constituind teorema dualitdtii. In tabelul din

figura 7.5 sunt prezentate cateva perechi de laturi duale:

P — 5 . R G’ .
N A 1 1=0Gu
eu’t"'*f'--:" — Q‘?‘;‘ T — —
Lt 1y (t) —__ Ny
u=FRi
L du ' i+ Lt
; L o =0 ) L1_1L0+ELUt
T e e ® e — —
~— _ ’ u
n=L— —0 1 ¢t
At U=, +E-|Dldt
i R L C R
e Y /
f N N A " R gL ¢
I i LIL '|_'|_I: <:> I|
| \
uly . u > S T
. . dn 1,
. i 1. i=Cu+C—+=|udt
u=R1+L—+E_[1dt At L-
t

Fig 7.5
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Aplicatie:

C,Ei
EY
lL} 34
Ed:ﬁ v
_ A
Ue,=20V |, =p01 F d=oo H JhL=20
I,,= 2245 |R,=4 & Gi=4 T [
L,=02 H =02 F
Fig 7.6

Circuitului R, —L; serie ii corespunde G, —C; paralel(cele doua circuite

- . - . d .
sunt duale daca sursa de curent I ¢ si cea duald de tensiune E au aceeasi

frecventa).
In figura 7.6 se poate verifica teorema dualititii privind valorile
numerice atat ale parametrilor cat si pentru tensiuni/curenti duali intre ei.

7.3 Metoda curentilor ciclici (de ochiuri, de contur)

Metoda curentilor ciclici (de ochiuri) este 0 metoda sistematica de
rezolvare a unui circuit. Conform acestei metode, sistemul (7.2) de ¢ ecuatii

scrise cu TK se poate reduce la un sistem de o=¢—-n+s ecuatii(egal cu
numarul ochiurilor independente) in care necunoscutele sa nu mai fie
curentii reali din laturi, ci niste necunoscute auxiliare, curentii care s-ar
inchide de-a lungul fiecarui ochi independent( curent ciclic, curent de ochi).

Ideea metodei vine din algebrd unde se aratd ca dacd intr-un sistem
algebric de ecuatii se face o schimbare convenabild de variabile
(necunoscute), se poate reduce numarul de ecuatii ale sistemului. Se rezolva
sistemul redus si in final, prin schimbarea inversa de variabile se revine la
variabilele initiale, Tn numar mai mare.
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Curentul ciclic (de ochi, de contur) este un curent fictiv care se
inchide fiecare de-a lungul unuia dintre cele o ochiuri independente si au
sensul de parcurgere al ochiului. Deci in loc de curentii reali din laturi

I;,1,....1, se lucreaza cu curenti ciclici I1},1,...1,

Intensitatile curentilor ciclici au astfel de valori incat curentul real
din laturd I} este suma algebricd a tuturor curentilor ciclici care trec prin

latura k (ﬁgra7.7).

I, = Z l} (7.8)

jek
unde suma din (7.8) este suma acelor
curenti ciclici l'j care trec prin latura k
(jek) st intra in suma cu (+) daca
sensul curentului ciclic coincide cu

sensul de referinta al laturii k (cu sensul
curentului I, ) si cu (-) daca parcurg

latura k in sens invers cu I, .
Fig 7.7
Prin trecerea la noile variabile primele (n-s) ecuatii din (7.2), cele scrise cu
T1K, vor fi satisfacute in mod identic, fiecare curent ciclic si intra si iese
dintr-un nod in care scriem T1K, aducand o contributie nula la curentul ce
intra (sau iese) din acel nod.
Raman cele o ecuatii scrise cu T2K, a caror numar este egal cu cel

(13 2

al noilor variabile: Il,Iz . Sistemul celor ecuatii satisfacute de

curentii ciclici se obtin din ecua‘gule scrise cu T2K in care se inlocuiesc
curentii reali prin curentii ciclici de tipul (7.8).

7.9
Z(zk1k+szq1q) YE, © Z(szqZI )= Ey 79
kep kep kep g=1 jeq kep
Schimband ordmea de sumare, se obtine o suma multipla de termeni de
forma qufj in care pot fi grupati toti termenii care contin pe l'j. Prin

ordonare, intreaga expresie capata forma:

Y| Y 2 =Y B =E, (7.10)

J=1| kep kep
q€)
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E'p = z E . ,este t.e.m a ochiului p.
kep
unde 7 7 _7 . d d lai di hiugil
Z = Z Zyq =Z; este impedanta de cuplaj dintre ochiurile (p)
kep
q€)

sij (p#j), respectiv impedanta proprie a ochiului p (p=j).
Cu aceste notatii sistemul (7.10) se scrie sub forma:
(6]

Z.1.=E: p=Lo
2.2yl =Epi (7.11)
relatie care explicitatd devine un sistem algebric de ecuatii de forma:
Zil+ il +t Zioly = Ey

Iy +Zyplh +. 4 201, =Ey (7.12)

ZL)11'1+Z'021'2+....+Z’ I' :E'O

=00=0
Pe diagonala sistemului (7.12) apar impedantele proprii ale ochiurilor:
Zyp=2Zy+ D, joLyig (7.13)
kep (k.q)ep
Primul termen este suma impedantelor proprii a tuturor laturilor care
compun ochiul p, iar al doilea termen este suma impedantelor mutuale dintre
bobinele Ly si Ly, daca ambele apartin ochiului p. Deoarece Lyy =Ly,

fiecare impedantda mutuald va intra in suma de doud ori, semnul lui Ly,

'
depinde de modul cum se asociaza sensul curentului ciclic lp cu bornele

marcate ale bobinelor (k) si (q).
Coeficientii nediagonali din (7.12) reprezinta impedantele de cuplaj
dintre ochiul (p) si (j), sub forma:

Zyj= 2. Zx+ ) jolyg (7.14)
ke(p,)) kep
q€)

Primul termen este suma algebrica a impedantelor proprii Z; pentru

laturile comune ochiurilor p si j, luate cu (+) daca ochiurile au acelasi sens
prin latura comuna si cu (-) daca au sensuri contrarii. Al doilea termen arata
ca ochiurile (p) si (j), in afard de laturi comune, mai au cuplaje care leaga o
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bobina din ochiul (p) cu altd bobina din ochiul (j). Semnul cuplajului depinde

'
de modul cum se asociaza sensurile curentilor ciclici din cele doua ochiuri I

si l’j cu bornele marcate ale bobinelor L si Lq din cele doua ochiuri.
Dupd modul cum sunt definite impedantele de cuplaj (7.14), ele

satisfac o relatie de reciprocitate Z,; =Z;, , respectiv sistemul (7.12) este

simetric fatd de diagonala principala.

La stabilirea semnelor pentru inductivitdtile mutuale prin aceasta
metodd nu conteazd sensurile de referintd ale laturilor, motiv pentru care
laturile nici nu se orienteaza decat in finalul algoritmului.

1
T.e.m se compun in E, insumandu-se fatd de sensul de parcurgere

ale ochiului p.
Aplicarea metodei curentilor ciclici se face dupa urmatorul algoritm:
e Se aleg ochiurile independente ( o ) cu ajutorul grafului si se
orienteaza. Fiecare ochi va avea coarda lui proprie si orientat la fel
cu ea.

e Se calculeaza coeficientii pr,_pj,E'p cu relatiile (7.13) si (7.14).
e Se scriu ecuatiile sistemului sub forma (7.12) si se rezolva sistemul.
o In final se aleg sensuri de referintd pe laturi si fatd de acestea se

suprapun curentii ciclici ce trec printr-o laturd cu relatia (7.8).
Observatii:

e Dacd ochiurile p si j nu au nici o laturd comuna, nici nu exista cuplaje intre
Al
elementele lor, atunci ij =0

e Daca circuitul contine o laturd incompleta ( cu sursd ideald de curent care are
Z, =), am avea in sistemul (7.12) unul dintre coeficienti 00, deci imposibil.

e Parametrizat: latura incompleta are o impedantd Z; data parametric

(fara valoare); se rezolva sistemul (7.12) si toti curentii vor depinde

de Z;. In solutia finala se face lim I|
Zi—>oo

e Latura cu sursa ideald de curent se alege (ca la TK) sa fie coarda si
ochiul ce trece prin ea va avea curentul ciclic egal cu curentul din

coardd, respectiv cu I, al acelei surse. Acel curent ciclic fiind

cunoscut, pentru ochiul respectiv nu se mai scrie ecuatie; o ecuatie
mai putin (cea cu coeficientul o ) dar §i 0 necunoscuta mai putin.



7. Metode de analiza a circuitelor electrice in regim permanent 165

e Cu ajutorul 72 Vaschy se elimind latura incompletd. Daca avem un
circuit care are o laturd incompletd cu Iy, (figura7.8);

Fig 7.8 Eie =E1 =215,
Ey =21

—8C;

Se poate introduce cate o sursd ideald de curent identica in paralel cu toate
laturile ce formeaza un ochi (orientate la fel fata de un sens de parcurgere a
ochiului) ca in figura 7.8-b fara a se modifica functionarea circuitului.

O sursd ideala de curent ar putea modifica ecuatiile de curenti scrise
in noduri, dar in figura 7.8 in orice nod (de exemplu nodul (a) din figura

7.8-b sursele cu ISCI , nou introduse, ies §i intrd in nodul (a), deci nu

modifica ecuatia de curenti a acelui nod.
Cu T2 Vaschy se elimina laturile incomplete, cum a fost cea cu ISCI

(Intre nodurile a si b), intre cele doud noduri ramane mers in gol, (ca in
figura 7.8-c). Au aparut surse ISCI in paralel cu celelalte laturi din ochi, pe

care le introduc 1n parametrii acestor laturi asa cum se vede 1n figura 7.8-c.

Observtie: In circuite de curent continuu metoda se aplicd similar, doar ca

' 1
Z R' :
7 N pp pj

rezistenta laturilor comune dintre ochiul p si j, aici nu exista cuplaje, deci nici impedante de
cuplaj intre ochiuri).

. . o ! "og
(suma tuturor rezistentelor din ochi) iar Z ; — Rpi ( RHi L este
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Aplicatie:

L+
L, /—\ L, Consideram
g a ol circuitul  din
|, A % l2 figura 7.9
! \ // e pentru care
Y = 2 dorim sa
E1G> 1 U scriem ecuatia
;I "' Ce de functionare
— = prin  metoda
Ri curentilor

Fig 7.9

ciclici. Parametrii topologici ai circuitelor sunt: s=1, n=2, 1=3, 0=2. Cele
doud ochiuri le alegem cu ajutorul grafului desenat aldturi de circuit.
Curentii ciclici 1'1 si 1'2 au sensurile alese pe figurd si satisfac ecuatii de
forma:
Z1 L +Zp 1 =E
o ' (7.15)
Ly +Zplh =E,
unde coeficientii au semnificatiile date de (7.13) si (7.13);
Zyy =Ry + X, + XL, —1X¢,) +12Xy3

M
(2) | Z22 = Ry + Xy, + X, —1X¢,)—12X23

8; 291 = (X1, —3Xcy)+ (31X +3X13 = 3X03)

E,=E;; E;=E,

(1)—curentull'1 intrd in bornele marcate la L; si Ly (L;3 > 0)
2)- 1'2 la L, intrd in borna nemarcata iar la L, in cea marcata (L3 <0)

(3)-dacd circuitul n-ar contine cuplaje atunci Z;, ar contine doar
impedantele laturilor comune celor doud ochiuri. In cazul nostru contine si
cuplaje (L2, Li3, Ly3).

Curentii reali din laturi sunt: I;=1,,1,=1,,1I3=1;+1, .
Curentii ciclici, se observa ca nu sunt chiar fictivi, ei coincid cu curentii
reali din corzile circuitului.
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7.4 Teorema reciprocitatii

Teorema reciprocitatii este o consecintd a caracterului liniar al
circuitelor, respectiv a ecuatiilor care descriu functionarea lor; este, deci,
valabild doar 1n circuitele liniare.

Daca sistemul (7.12) scris in curenti ciclici se rezolva cu regula lui
Cramer, curentul ciclic din ochiul (j) va putea fi scris sub forma:

, A , A , A (6] ,
G-LE+ =B = YRR - Y VyE (19

unde:

A - este determinantul sistemului (7.12), intotdeauna simetric (ij = Ziq-)

A jk - complementul elementului Zj k dinA (are pe coloana (j) sursele E'k)

Ak / A= Xjk - admitanta de transfer intre ochiul (k) si (j)

Cum lek = Ziq- rezultd ca si A, = A,; (liniile unuia sunt egale cu coloanele

celuilalt), respectiv. Yy = Yj;

_ Lik Al
> > __'—l
Zy = . Zj
m (P) m 2z z{| (1) | ®
E=E p q p q
.=E
a) b) TS
Fig 7.10

Presupunem un circuit liniar in care existd o singura sursa de t.e.m E
plasata in latura (k) din ochiul (p) (figura 7.10-a) si care produce in ochiul (q)

1
curentul ciclic I, (am separat latura cu sursa, deci restul circuitului este

pasiv (P).
Curentul ciclic este:

.=

Lq (7.17)

> ‘éb
I
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Daca mutdm sursa cu tensiune electromotoare E in latura (j)
(figura 7.10 - b) care apartine ochiului q , ea va produce prin ochiul (p)

curentul ciclic I:

oA
Lp=—E (7.18)
Dar cum: A=Ay — Yo, =Y —% S 1.=1 (7.19)
’ =pq ~ =qp =pq — =qp — A =p =

Putem alege laturile (k) si (j) corzi si atunci curentii ciclici l’p si

Iy sunt chiar curentii reali din corzi (Ip=1Iy Iq=1Ix), respectiv :

(L 1E =e~UkjE;=E (7.20)

Expresia (7.20) este fteorema reciprocitatii $i se exprima prin:
“ Curentul I, produs intr-o laturd (j) a unui circuit de catre o sursd aflata

in latura (k) — fara sa mai existe si alte surse n circuit — este egal cu curentul
1,; pe care l-ar produce prin latura (k) aceeasi sursd mutata in latura (j)”.

Intr-un circuit liniar, transferul de curent de la latura (k) la (j) este
acelasi ca de la (j) la (k) fiindcd admitantele de transfer sunt egale

(Y=Y )
La curentul Ly, primul indice (j) aratd pe unde trece si al doilea (k),

unde este sursa care 1-a produs.

7.5 Metoda potentialelor nodurilor

Metoda potentialelor nodurilor este o metoda sistematica de
rezolvare a circuitelor, in care se opereaza in loc de variabilele reale
(curentii din laturi) cu noi variabile auxiliare, potentialele nodurilor, in
numar de (n-1), deci egal cu numarul nodurilor independente:

V,V,..V | a caror valoare se defineste in raport cu o origine de
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potential, care se considerd cel de-al n'® nod (V,=0). Sub aceastd forma
medoda se aplica doar circuitelor conexe (fara cuplaje) care are o singura
subretea (s=1).

Noile variabile, potentialele celor (n-1) noduri independente, definite
in raport cu nodul referintd n (\_/I‘1 =0) se pot reprezenta pe o axa ( axa

potentialelor pentru circuite de curent continuu (fig 7.11 — a) sau intr-un
plan complex (planul potentialelor pentru circuite de curent alternativ
sinusoidal (figura 7.11 —b).

L J
_ij =V _Uj (Planul WV )
Wi WVooge ¥, =0 W v
al 1
Fig 711 *

e In circuite de curent continuu(figura 7.11 — a) nodul referinta,

1 1
avand potentialul V=0, se va afla in originea axei V ; nodurile cu

Al
potential mai mic decat V, se vor afla In stanga iar cele cu potential mai

mare, in dreapta sa. Potentialul unui nod exprima distanta de la acel punct
pana la originea axei. Daca am alege alt nod ca referintd (de exemplu nodul

k, VI’(: 0) se muta originea din (n) in (k) si astfel se schimba valorile
tuturor potentialelor. Tensiunea intre doua noduri (tensiunea nodald) este
distanta pe axa V' intre cele doui puncte ( Uy; ZVI'(-VJt , definitd ca

diferenta de potential intre cele doud puncte) reprezinta segmentul intre k
si j, ele (tensiunile nodale) nu sunt afectate de alegerea nodului referinta.
o In circuite de curent alternativ (figura 7.11 — b) potentialele sunt

marimi complexe \_/‘1,\_/'2...\_/'11_1, ele se reprezintd 1intr-un plan complex al
potentialelor (planul \_/' ), in originea planului este plasat nodul de referinta

(\_/'n =0). Potentialul nodului (k) \_/’k este segmentul orientat ce uneste
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punctul (k) cu originea planului (0) iar tensiunea dintre doua noduri (k) si (j)
este fazorul care uneste cele doua puncte Uy; =\_/1'( -\_/Ji ;modulul ‘I_ka‘ este

segmentul E_] iar faza sa este unghiul format cu axa reald (1). Daca s-ar
schimba originea de potential din (n) 1n (k)
(\_/'k =0) , atunci s-ar muta sistemul de axe
din originea (0) in (k), sistemul (1 j ) si
fatd de noua origine se schimba valorile

tuturor potentialelor, insa tensiunile dintre
noduri Uy; raman aceleasi, invariabile la

schimbarea originii de potential.
In curent continuu potentialele au

valori de forma: V1;= +3,5 V, iar in curent

Fig 7.12
alternativ sunt de forma: ‘u_flk= 24&ﬁ W

Tensiunea la bornele laturii (k) din figura 7.12 este: Uy =\_/1’, -\_/; si conform
cu T2K dual se scriu ecuatiile:

YU=0 - > (Vp-V)=0 (7.21)
kep kep
Suma (7.21) este nula si fiindca la parcurgerea ochiului (p), fiecare potential
intrd in suma de doua ori, o data cu (-) cand latura intrd in nodul (b) si alta
datd cu (+) cand latura iese din nodul (b). Deci "o" ecuatii de tipul (7.21)
scrise cu T2K dual vor fi satisfacute identic, cele (n-1) noi variabile

(potentialele nodurilor) vor fi univoc determinate de cele (n-1) ecuatii scrise
cu T1K sub forma duala (7.7):

YV Uk =2 Iy © 2Y(Vp-Vo=> (-Iy)  (7.22)

keb keb keb keb
Suma din membrul stang se poate ordona dupa potentialele nodurilor sub forma:
VD Y- Y Y V=Y (L) b=Ln-1 (7.23)
keb ke(b,c) keb
unde:

o X'bb: Z Y | - este admitanta proprie a nodului (b); reprezintd suma
keb
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admitantelor tuturor laturilor care converg in nodul (b)

. \_({)C =— z Y = Xéb -este admitanta de cuplaj dintre nodurile
ke(b,c)
2> (b) si  (c); reprezintd suma
admitantelor tuturor laturilor care leaga direct
nodurile  (b) si (c) (fara sd mai treca prin alt
nod), suma luata cu semnul (-).

. l sCy Z _Isck = _z XkEk
keb keb

25¢

Fig 7.13

este curentul de scurtcircuit al nodului ( b) (injectat in nodul (b)) si este
suma algebrica a curentilor de scurtcircuit pentru toate laturile care concura
in nodul (b). Ei se considera (+) daca intrd in nodul (b) (sunt injectati in
nodul b) si (-) cand ies (sunt extrasi din nodul b). Au curent de scurtcircuit
doar laturile active (E, #0), 1 sc, are intotdeauna sensul de referintd a lui

E, . Pentru nodul (b) din figura 7.13, curentul de scurtcircuit al nodului (b)
este:

Lse, =1, +2—2+0‘2—4 (7.24)

Curentul de scurtcircuit al unei laturi cu sursd ideald de curent este
chiar I, al sursei iar pentru o laturd cu sursa ideald de tensiune este

lsc:%zoo'

Cu precizarile facute, ecuatia (7.23) se scrie compact sub forma:

n-1
> YoV =L gp; b=Ln-1 (7.25)
k=1

care explicitatd pentru toate nodurile va fi un sistem de ecuatii de forma:

Y i+ Y Vot Y o1 Vi = e

YorVi+ Y Vo+.4 X5 n 1 Vi = 1, (7.26)

Yo Vit Yy 01V = Ise

n—1
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Coeficientii de pe diagonala sistemului (7.26) sunt admitantele

proprii ale nodurilor, de forma S_ﬁ;b , coeficientii nediagonali sunt
admitantele de cuplaj dintre noduri de forma \_({,C iar in membrul drept sunt

1
curentii de scurtcircuit injectati In noduri lscb .

Aplicarea metodei potentialelor nodurilor (pentru circuite fara
cuplaje magnetice) se face dupa urmatorul algoritm:

'
o se alege nodul referintd (V ,=0), marcandu-se simbolic pe
circuit punerea lui la masa

o se calculeaza coeficientii Yy, Y, 1 sy din sistemul (7.26)

si se rezolva apoi sistemul, obtindndu-se: V;,V,...V, 1,V,=0

o se aleg sensuri de referintd pe laturi si se calculeaza
tensiunile pe laturi (Uy ) sub forma (7.21)

. curentii prin laturi vor fi de forma: I} =Y (U +Ey)

° in circuite de curent continuu marimile vor fi reale, de forma:

Y = Gg (G- Gyj)s Bk > Egs Lo, 2 Ige s Vi & Wi

Observatie:
Daca circuitul contine o laturd incompleta cu sursa ideald de tensiune E (care are
Z; =0—> Y] =) un coeficient al sistemului (7.26) va fi o0 ( cel scris pentru nodul unde

concura aceastd laturd) iar in membrul doi curentul de scurtcircuit al acelui nod va fi de
asemenea 0. In acest caz se procedeaza astfel:
e Parametrizat : latura incompletd (k) admitem ca are un Z, # 0, dat parame-

tric si se rezolva sistemul (7.26); toate potentialele vor depinde de Zy si in solutia finald se

1
calculeazd limV .
Z,—0
e Daca in nodul (b) concuri o latura incompleta, nu se va scrie ecuatie de forma

(7.26) pentru acel nod. Scaderea numarului de ecuatii este compensata de faptul ca in locul
acelei ecuatii se pot scrie ecuatii de potentiale de forma:

Ex Uk = Vp — Ve =-Ex (7.27)
b J/_‘\ c avand semnificatia din figura 7.14.
g St . e Cu ajutorul 7/ Vaschy se elimina latura incompleta.
Mk Daca in circuit existd o laturd incompleta, cu sursa

ideald de tensiune E; ca in fig. 7.15-a, cu TI

Fig 7.14

Vaschy aceastd laturd poate fi suprimata.



7. Metode de analiza a circuitelor electrice in regim permanent 173

Fig 7.15

Introducéand aceeasi surséa ideala de tensiune pe toate laturile care concura
intr-un nod (a) de circuit, la fel orientate fatd de nod (figura7.15- b), aceastd
operatie nu modificd functionarea circuitului ( respectiv nu modificd curentii din
laturile circuitului). O sursa idealda de tensiune ar putea modifica ecuatiile de
tensiune scrise pe ochiuri de circuit; dar pentru ochiul (p) din fig7.15- b cele doua

te.m E, introduse se compenseaza reciproc, de-a lungul ochiului ele apar cu +.
Cu T1 Vaschy se pot astfel suprima laturile cu sursa ideala de tensiune,
cum a fost latura cu E, in figura 7.15- a. Sursele nou introduse se vor compune cu

celelalte surse de pe ochiuri ca in figura 7.15- c , iar latura incompletd dispare,
nodul (a) devine identic cu (t), a disparut, deci nu mai trebuie scrisa ecuatie de tipul
(7.26).

Observatie:

e Daca circuitul are doud noduri (O si N) (cum este cazul circuitelor
trifazate, capitolul 9) iar unul dintre noduri 1l consideram nod de

'
referintd Vo= 0, atunci din sistemul (7.26) a mai rdmas o singurd

'
ecuatie (avem o singurd necunoscuta V).

> Y Ey
\_/Vn D Y=D YEx > \_"N=kEN—
keN keN

> Yy

keN

Relatia (7.28), ce decurge din (7.26) pentru circuite cu doud noduri, este cunoscuta
sub numele de teorema lui Millman.

(7.28)

Pentru circuitele trifazate unde laturile sunt fazele sistemului alimentate cu U, U,

1
si U, si firul de nul pasiv avand Y, iar V) este potentialul in raport cu “O”, deci este
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tensiunea intre cele doua puncte Uy = \_71’\1 — \_7(') = \_71’\1 , expresia (7.28) se va scrie sub
forma:
_ YU +Y,U,+ YU,
N Y Y, 4 Y+, (7.29)

e (Cand se cere a se rezolva un circuit prin metoda cea mai eficace,
inseamna a face un studiu topologic si a ardta care dintre metodele posibile duce la un
sistem cu numar minim de ecuatii.

Aplicatii

1. Se considera circuitul din fig. 7.16. S& se stabileasca expresiile
curentilor din laturi folosind metoda potentialelor nodurilor.

Circuitul are topologia
I s=1, n=4, [=8 si alegem
nodul (4) ca referintd (v ;ZO)
potentialele celorlalte trei

@ noduri definite in raport cu
nodul (4) sunt v, V,, V;»

L; I care se determinda din
sistemul:
Fig 7.16

7
Y Vy +¥p Vo + Y3V =1
Yo Vi +Y5 Vy, +Y93V3 =lsc2 (7.30)

Y3 Vi + Y5, Vs + Y3 Vs =1

~SC3

Coeficientii din sistemul (7.30) au expresiile:
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' 1 1 1 1
Y1 =Y +Y3+Y4+tYs=—"+ - + - + :
R; R3-jXc, JXp, Rs+jXp,
' . 1 1
Y=Y, +Y3+Y,+Yg=joCy+ — +0

- J
R3—jXc, ~“oly

' . 1 )

Re+ XL,
Yy =Y =—(Ya+Yy) ! i
=Xy ="A37Xy)="~ B -
R3-jXc, " oly

Y;3=Y3=0

Yoy =Y =—(Y, +Yg)=—(joCy +0)
' El L . ) '
o=l I =i0CE, -1 T

L, _Rl r'e =-JoCyrE, +I; + jo C7E4

Inlocuiti acesti coeficienti in sistemul (7.30) si cu valorile lor
. . . A . ’ 4 ’
numerice s-ar putea rezolva sistemul obtinandu-se potentialele: v , V., Vo

y;=o . Curentii din laturi de forma: I} =Y, (U, +E) vor avea

expresiile:
U, +E 1 '
11 :—1——1:_[_X1 +E1j
R R

I,=Y,(Up; +Ey)=joCy(V5; -V, +E,)

I—YU—yl_yz'I—YU—jl(V' V'j
37T 2323750 v 0 4T H4=4 7 ) X2 A
R3-jXc, oLy
1 ' 1 '
15 =ng5 =—.y1 ; 16 =X6Q6 =—.(—X3)
Rs+3Xp, Rg +)X1,
1; =X7(g7 —E7):j03C7(Y3 -E7); L =1
2. Pentru circuitul din figura 7.17 se cere sd se scrie ecuatiile de

functionare prin metoda potentialelor nodurilor iar expresia curentului I, sa

se verifice cu teorema lui Thevenin.



176 Teoria circuitelor electrice

Alegem nodul (4) ca
referinta ( X; = 0).
Circuitul are noduri in
care concurd laturi
incomplete (nodurile 3 si
1) pentru care nu vom
scrie ecuatii (care ar fi cu
coeficienti infiniti) ci

vom scrie ecuatii
) suplimentare, de forma

Vy=0;V3=E,; V; =V3+ E3=E, +E;

Mai raméane sa scriem o singura ecuatie de tipul (7.26) pentru nodul
(2) sub forma:

SY V(Y + Y3+ Y )V, —Y Vs =—Y,E| +Y;E,

ecuatie din care putem deduce expresia potentialului y; (in raport cu nodul
(4) luat referintd):
Y (V) —E))+Y3E; + Y4 Vs

X'Q’: =
Y, +Y5+Y,

_ Y, (E, +E5-E|)+Y3E, +Y(E, —Ea 4+ Y,(E5;-E))
Y +Y;3+Y, =2 Y +Y3+Yg

Avand expresiile tuturor potentialelor se pot calcula curentii din
laturi. Curentul din latura (1), cea conectata intre nodurile (1) si (2) este:

L =L =Y, (U ~By)= Y (V) -V -E, -
J (7.31)

Cu teorema lui Thevenin, curentul I}, se scrie astfel:
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|

(7.32)

unde Uis si respectiv Z,, U semnificatiile din figura 7.18-a,
respectiv figura 7.18-b.

Uy =By Zy, =23 %6 (7.33)
=120 — =3 > =120 — Z3 +Z6 :
Atunci curentul I;=I;, dat de relatia (7.32) va fi de forma:
I, - E;-E, _ E3-E  _
T Ly+Zy, L, 1
Y, Y3+Y¥g
Y,
=(B5-E))Y, |1
Y, +Y5+Y,

identica cu (7.31), deci teorema lui Thevenin pentru curentul I;, se verifica.

7.6 Metode matriciale de analiza a circuitelor electrice
7.6.1 Operatii elementare cu matrici

Matricea [A] este un tablou de elemente aj aranjate pe linii si
mxn
pe coloane. Elementele sale ajx pot fi: numere (reale sau complexe) si avem o
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[A]

mxn

= m

matrice de numere; functii si
| avem o matrice de functii sau
| matrici $i avem o matrice
| compusa. Dacd m=n avem o
| matrice  patrata;  daca  are
| dimensiunea (mx1) — matrice

coloana; daca are dimensiunea
| (1xn) — matrice linie iar (1x1) este
| a un.scalar. Matricea coloana se
" mai numeste vector.

|
e —— —— -f‘f J O matrice diagonala are

elemente nenule doar pe diagonala

|
Fig 7.19 k principald (a;# 0, a;=0) iar daca

a;=1 s1 a;3=0 avem o matrice unitate, [1].

matricea simetrica are aj=ay, deci simetrie fatd de diagonala

principala.

matricea transpusd a matricei [A] este [A]t si se obtine nlocuind
mxn mxn

liniile cu coloanele. Pentru o matrice simetrica [A]=[A] ‘-
mxn nxm

matricea adjunctd a matricei [A] este [A]" si se obtine daci fiecare
element aj din matricea transpusa [A]t se inlocuieste prin

cofactorul sau (minorul Mjc Tnmultit cu (-1)"™* prin urmare tinind
seama de paritatea elementului).

aj—Tj = (-1)™ M

matricea inversd [A]_l se defineste prin [A] 1 :[A]x/ |A’ si are
proprictatea [A][A] -l _ [A] -l -[A]: [1] , fiind singurul produs matricial
comutativ. Admit inversd numai matricile nesingulare (|Al# 0) si
acestea sunt matrici patratice. Daca |A| =0 matricea este singulara

(degeneratd) iar inversarea unei matrici diagonale se obtine
inversand fiecare element de pe diagonala.

Adunarea (scaderea) a doua matrici: se aduna (scad) elementele
corespunzatoare din cele doud matrici, ajx =a'jkia'jk . Daca

matricile nu sunt de aceleasi dimensiuni se completeaza cu linii si
coloane nule (operatie fictiva).
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— Inmultirea a doui matrici: [A]- [B] =[M] . Elementul mji din
mxn pxq mxq

matricea produs [M]
q se obtine inmultind
q elementele liniei (j)
I [mik din  [A] cu
= M | ‘//_ elementele coloanei
mf~ === =] (k) din [B] si
K insumand rezultatul
(k) (figura 7.20). Daca
Fig 7.20 p?é n 8¢ comp }theaza
virtual cu linii (sau

coloane) nule.

] ettt

>
=

[A]

— Impartirea a doua matrici: ——=[B] _1-[A] , deci nu se poate

face impartirea cu matrici singulare, care nu au inversd. Impartirea
se reduce tot la o inmultire de doud matrici.

—  Transpusul unui produs de doua matrici:

(1)), =18, -[a], - (1], ) =081 (18- (8], ) =B [a], @39

— Derivarea (integrarea) unei matrici (la fel ca si Tnmultirea cu un
coeficient) se aplica asupra tuturor elementelor aj ale matricei
(matrice de functii).

Utilizarea metodelor matriciale in analiza unui circuit electric prezinta
cateva avantaje in raport cu metodele “clasice” de analiza, cele bazate pe
scrierea unor sisteme de ecuatii:

— face mai simpld §i mai condensata scrierea ecuatiilor circuitelor,
scriind o singura ecuatie matriceald in loc de un sistem de ecuatii algebrice.

— permite stabilirea unor relatii generale pentru calculul curentilor si
tensiunilor, care au o forma independentd de structura particularda a
circuitelor. Toate softurile (de firmd) pentru studiul circuitelor electrice sunt
prezentate in forma matriciala.

— Dau o forma sistematica operatiilor de calcul, adecvata utilizarii
calculatoarelor. Un sistem de n=26 ecuatii algebrice cu n=26 necunoscute,
rezolvat cu Cramer necesitd (n+1)!=27!21027 inmultiri, iar prin metode
matriciale necesitd n?/3~6.500 inmultiri, deci timp de calcul redus.
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— fizic, metodele matriciale nu aduc un continut nou. Orice problema
de analizd a unui circuit rezolvabild matricial este, in principiu, rezolvabila
cu una dintre metodele clasice (TK, curenti ciclici, potentiale noduri,
superpozitie etc.)

7.6.2 Premisele reprezentarii tensoriale si matriciale a
parametrilor si a marimilor de stare a unui circuit

Intr-un circuit cu / laturi, n noduri si s subretele, numarul
necunoscutelor (curentii din laturi I sau tensiunile de pe laturi Uy) este / iar
al datelor problemei este (/x/) pentru impedante s1 / pentru surse (E;, lsk ).

— Cei [ curenti din laturi sau o=/-n+s curenti ciclici dintr-un circuit
reprezintd componentele unui tensor (- tensorul curent) reprezentat intr-
un spatiu Hilbert cu /, respectiv o axe, astfel incat fiecare laturd (sau ochi
independent) constituie o axa de simetrie a acestui spatiu generalizat,
numite spatiul laturilor (sau spatiul ochiurilor). Lucram cu o singurd
variabild, tensorul curent [, a cirui matrice [I] are ca elemente proiectiile

Ix1
tensorului pe cele / axe ale spatiului laturilor sau daca il raportam la spatiul

ochiurilor, matricea sa are dimrnsiunea [I'] si elementele sale (curentii din

ox1
ochiuri) sunt proiectiile tensorului pe cele “o0” axe. Trecerea de la curentii

din laturi la curentii ciclici inseamna schimbarea sistemului de referinta fata
de care raportam tensorul si aceastd operatie se poate face dacd la baza sa
std un invariant (In circuitele electrice puterea electrica produsa (consumata)
este invariantul care sta la baza schimbarii sistemului de referinta).

— Cele n sau (n-1) potentiale ale nodurilor intr-un circuit sunt

proiectiile unui potential tensor V raportat la un spatiu Hilbert cu n axe,
numit spagiul nodurilor, matricea tensorului v este de dimensiuni (nx1) si
elementele sale sunt potentialele tuturor nodurilor din circuit.
Intr-un circuit electric, diverselor marimi li se asociaza tensorii:
e tensori de ordinul zero (scalari): puterile, energiile ntr-un circuit.
e tensori de ordinul unu (vectori): tensiuni Uy, t.e.m. Ei, curenti I,
matricea lor este un vector de dimensiuni (/x1).
e tensori de ordinul doi: impedantele si admitantele circuitelor.

Matricile acestora sunt cu doua dimensiuni [Z] , [Y]
Ixl Ixl]
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® tensori de ordinul trei: matricile [Z] si [Y ] pentru circuite
parametrice cu un singur parametru (p). Matricile lor sunt spatiale
(cu trei dimensiuni). Ele se studiaza pe sectiuni, pentru o valoare
constantd a parametrului p, se obtine o sectiune plana prin matrice.

® tensori de ordinul n: elementele unui circuit depind de n parametri,
Z(p1,p2,---pn)- Matricile lor sunt matrici spatiale cu n dimensiuni.
Pentru valori constante a tuturor parametrilor (deci in sectiune) ele
se reduc la matrici plane cu doua dimensiuni.

Matricea impedantelor unui circuit este o matrice plana, patraticd de
dimensiuni (/x/). Pe diagonala sa sunt termeni de forma Z;; care este
impedanta laturii j (figura 7.21). Zy=Zy; este impedanta mutuala

FJ ) dintre laturile (j) si (k). Pentru un

) N | circuit fara cuplaje intre laturi, Zj=0 si

I \\ I matricea [Z] a circuitului este o
I \ | Ixi

: N : _z, matrice diagonala. Matricea [7] a

() — — — N\ circuitului se poate completa (desena)
/Wt- " de pe circuit.

Zix k j

Fig 7.21

Matricea admitantelor se defineste prin: [Y]: [Z]_1 , ea se
calculeaza si nu se poate desena de pe circuit (exceptie pentru circuitele
fara cuplaje, cand[7] este matrice diagonald, si in acest caz i [Y] va fi tot
o matrice diagonala avand elementele Y;=1/Z;).

Matricile t.e.m [E], a curentilor [I] si a tensiunilor la borne [U]

Ix1 Ix1 Ix1

sunt matrici coloana ca in figura 7.22, fiecare element al lor se refera la o
anumitd laturd din circuit.

E L U,

2| E, 2 I 2| U,
[El= [~ |; M= 1-7: [U]= [~
Ix1 : Ix1 . Ix1 :
1l E 1L 1y
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7.6.3 Caracterizarea proprietatilor topologice ale unui
circuit prin matrici

l. Matricea de incidenta a laturilor la noduri [A]

Elementele acestei matrici sunt coeficientii de incidenta a laturilor la
noduri [A] sau a laturilor la nodurile independente [A] , care este
Ixn Ix(n—s)
matricea de incidenta redusa si cu care de fapt se opereaza in studiul
circuitelor.
Elementele matricei de incidenta sunt definite

. } 23 astfel:
21 0 — latura j nu concura in nodul k
[A]= 311 ajg =y -1 — latura j intra n nodul k
7x3 4 |- 1 —latura j iese din nodul k
1)-1
2 1 Alaturi de graful circuitului desenat in figura 7.23 este
7 1 desenatd matricea de incidentd a celor 7 laturi ale sale

la cele 3 noduri independente.
Matricea de incidentd  redusa

[A] se interpreteaza ca fiind
Ix(n—s)
matricea coeficientilor sistemului de
(n-s) ecuatii scrise cu T1K.
Ecuatia: [A];-[1]=0 (7.35)
este de altfel TIK sub forma
matriciala. Ea este, de fapt,
transpunerea matriciald a primelor
(n-s) ecuatii care s-ar scrie clasic cu
T1K.

Matricea [A] se deseneaza de pe circuit, completandu-se coloana cu

coloand cu coeficientii +£1 pentru toate laturile care concurd in acel nod,

pentru laturile care nu concurd in nod a;=0, dar se lasa liber fara a aloca
Zero.

Fig 7.23

Il. Matricea de conexiune (apartenenta) a laturilor la ochiuri [B]

Intr-un circuit cu / laturi consideram un sistem de o=/-n+s ochiuri
independente, fiecare ochi are un sens de referinta in lungul sau.
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Matricea de conexiune [B] are dimensiunea (/%0) si aratd cum sunt
conectate (cum apartin) laturile unui circuit la ochiurile independente.
Elementele acestei matrici sunt coeficientii de conexiune (apartenentd) a
laturilor la ochiuri, definiti astfel:

o— latura j nu apartine ochiului k

b.. =< 1—laturaj apartine ochiului k si au acelasi sens de referinta
_]k J apart ¥
-1 — latura je k si au sensuri de referinta contrare.
I I 101V Pentru graful circuitului din figura 7.23
111 matricea de conexiune este desenata in figura 7.24.
21-111 Matricea [B] se scrie completaind pe orizontald
3 1 (linie cu linie) apartenenta celor 7 laturi la
[B] = 4 111 ochiurile: I, 11, IIT, TV.
x4 5 Elementele matricei [B] sunt coeficientii
6 11 sistemului de ecuatii care explicitd curentii reali
7 1 din laturi in functie de curentii ciclici.
Fig 7.24 [1]=[B]-[1'] (7.36)

Ix1 [Ixo oxl

asa cum matricea de incidentd [A] reprezintd matricea coeficientilor
sistemului prin care se explicitd tensiunile pe laturi in functie de
potentialele nodurilor independente:

[vl= [A] - [V] (737
Ix1  Ix(n-s) (n—s)xl

Tot bazat pe semnificatia elementelor matricei [B] se poate scrie
T2K dual sub forma:

B];-[U]=0 (7.38)

Inlocuind (7.36) in (7.35), respectiv (7.37) in (7.38) se obtine:

(7.39)

Cum matricile [I'] si [V'] nu sunt nule, rezulti ca:

Al [B]=[B], -[a]=0 (7.40)
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ceea ce aratd cd [A]t si [B] sunt doud matrici ortogonale; 1a fel [B]t si [A].
(aceasta prin analogie cu terminologia operatiilor cu vectori, cand produsul

scalar A-B=0 numai daca cei doi vectori sunt perpendiculari
(ortogonali)).
Daci matricile topologice [A] si [B] sunt definite pentru un circuit

dat iar [K] si []§] pentru circuitul dual celui dat, avand in vedere teorema
dualitatii, vom putea scrie egalitatile:
[A]=[B] ; [B]=[A] (7.41)
Deoarece [A] si [B] satisfac conditia de ortogonalitate (7.40), vom
putea scrie ca:

[B, - [B]=[A], -[A] (7.42)

ceea ce inseamna ca graful G al circuitului dat si graful G al circuitului dual
sunt doud grafuri ortogonale. $i sub acest aspect se justifica algoritmul prin
care se construieste graful (circuitul) dual unui graf (circuit) dat.

7.6.4 Forma matriciala a TK
Pentru o latura de circuit cu sursa reala de tensiune (sau de curent)
ca in figura 7.25, se pot scrie ecuatii de tensiuni (sau de curenti) sub forma:

Zy kI

=5

Fig 7.25-a U

Uy =2y i -Ey o L) =Yy (Ek +Ek) (7.43)

Fig 7.25-b
L =1, +Y, U o U =21 -1, | (744)
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Daca pentru fiecare latura putem scrie cate o ecuatie de tipul (7.43)
si (7.44), pentru intregul circuit se vor scrie ecuatii matriciale de tensiuni.

[Ul=[z]-[-[E] @45 5 [Ul=[z]-(I]-[) (746)
respectiv ecuatii matriciale de curenti sub forma:
-0 E) en  : H=Flull] a4

dacd la transpunerea matriciala s-a pastrat acelasi sens de referintd unic
pentru toate marimile care apartin aceleiasi laturi (U, L, E, L).

Ecuatiile (7.35) st (7.38) reprezintd T1K — clasic, respectiv T2K —
dual:

Al -[1]=0 si [B]; -[U]=0
Inmultim la stinga ecuatiile (7.47), (7.48) cu [A] ¢ sl tinand seama
de (7.35) se obtine:
(Al [y]-ul=—Al - [1] (7.49)
[l -[=[a] [Y]-{ul+[a] - [Y]-[E]= [A] - ([Y][E]-[15]) (7.50)

Respectiv, daca se Inmultesc la stinga relatiile (7.45), (7.46) cu
[B] ¢» In contextul ecuatiei (7.38), se poate scrie succesiv:

[B; -[z]-[1]=[B]; -[E] (7.51)
[B]; -[U]=[B], -[z]-1]-[B], -[z]-[1;]=[B], - ([E]-[z]-[I,])  (752)

Compactand intr-o singura ecuatie relatiile (7.50) si (7.51), care
opereaza cu aceeasi necunoscuta [1], se obtine forma clasica a TK matricial:

Al ] o [T (YHEL- 1))
[[B]t-[z]} m[ ], [£] ] 739

K] | 5

unde matricea compusa [K] se numeste matricea Kirchhoff iar matricea
Ix1
compusa [S] se numeste matricea surselor.
Ix1
Matricile [K] si [S] se completeazd de pe circuit in functie de
matricile lor componente: [A], [B], [E], [L], [Z] si [Y]=[Z]".
Forma matriciala a TK scrise compact este:
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K} =5 []-K]" -[s]»{{ﬂ}ﬂ?ﬂﬂ_[% N

Sub forma duald (necunoscuta este vectorul tensiunilor la bornele
laturilor de circuit [U] ), TK scrise matricial se obtin prin compactarea
Ix1
relatiilor (7.49) si (7.52) care opereazd cu necunoscuta [U] si se obtine
forma duala a TK matricial, sub forma:

{ [A] -[Y] ]_[U][ -[al -] ] (7.55)

K ‘ [s1

unde [K]d este matricea Kirchhoff duala iar [S]d este matricea surselor
Ixl Ix1

duala. TK matricial opereaza cu matrici de dimensiuni (/x/) a lui [K] si
[K]? asa cum clasic presupune sisteme de / ecuatii cu / necunoscute.
Forma matriciald a TK duala se scrie compact sub forma:

; 1= [V ([UJ+ D)
d [ul=[sK - [ul=([KK l-Sd—>{ (7.56)
=B S = (0] B oy 08

Puterea complexa absorbita de laturile circuitului este:

s=[u],-[I (7.57)

iar puterea complexa produsa de sursele de tensiune [E] respectiv de sursele
de curent [I,] are expresia:

S, =[E], [T +[U], [, (7.58)

Daca in circuit nu exista surse de curent (sau au fost echivalate in
prealabil prin surse reale de tensiune echivalente), atunci in toate relatiile
precedente se consideri [I ] = 0.
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7.6.5 Forma matriciala a metodei curentilor ciclici

Daci [I] este matricea curentilor reali din laturi iar [I'] este matricea
Ix1 oxl1
curentilor ciclici din ochiuri, intre cele doud matrici este relatia:

[1]=[B]-[r] (7.36)

Inlocuind in ecuatia matriciald (7.51) curentii reali in functie de
curentii ciclici se obtine:

Bl [E1- [B), -[2)-[1 - 8], -[2}- (B[ (7.59
Facem notatiile:

[z']= [B]t .[z]-[B] - matricea patratica (0 *0) a impedantelor de ochiuri

0X0

[E'] - [B]t . [E] - matricea t.e.m ale ochiurilor
ox1
T I Matricea [Z'] din figura 7.26 are
\l\ | pe diagonald impedantele proprii
I\ I _ ro, :
| \\ | ale ochiurilor Zj; iar nediagonal
[Z’]= | \\ | Z;k - Z;j impedantele  comune
0X0 | | ' L L.
j +_ L _\_\Ik‘/zjj ochiului j si k.
' /N ‘ Ecuatia (7.59) se poate scrie sub
N k J forma:
Fig 7.26 [z']-[]=[E] (7.60)

care este ecuatia matriciald corespunzatoare metodei curentilor ciclici. Ea
poate fi privita ca transpunerea matriciala a sistemului de ecuatii (7.12) scris
clasic cu metoda curentilor ciclici.

Algoritmul bazat pe forma matriciala a curentilor ciclici este
prezentat in figura 7.27.

Sd ardtam ca la trecerea de la curentii din laturi, la curentii ciclici,
tensorul curent [ isi schimba sistemul de referintd: se trece de la spatiul
laturilor cu / axe la spatiul ochiurilor cu o axe si cd aceasta transformare are
la baza un invariant, puterea electrica:
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] (L], T -1 0T -5

, ! Puterea in spatiul laturilor este S iar
[Z ]: B]t [Z] [B] puterea in spatiul ochiurilor este g .
Puterea consumata in circuit este:

1=[217" [ Se = (210D, [T = ([2}]), -IT (7.62)

Observatie Pentru circuite cu laturi incomplete cu E

=Bl I’ (Z; =0) sau I, ( Z, =0) se aplici in preambul
[1]=[B]-[r] i s (s
U= B-E] |t ety pos v e s

In algoritmul din figura 7.27 pasul
) cel mai costisitor este inversarea unei
Fig 7.27 matrici, operativitatea unui algoritm este
cu atdt mai mare cu cat sunt mai putine
astfel de operatii.

7.6.6 Forma matriciala a metodei potentialelor nodurilor
Intr-un circuit cu s-subretele /-laturi si n-noduri considerand in
fiecare subretea cate un nod referintd (de potential zero) vom avea (n-s)
noduri cu potentiale necunoscute, respectiv matricea [V'] a potentialelor
nodurilor are dimensiunea [(n-s)x1]. Vectorul tensiunilor la bornele laturilor
este [U], legat de vectorul [V'] prin relatia (7.37):
Ix1
[u]={A]-[V'] (7.37)

Din relatia (7.50), tinand seama ca [A] - [1] — ( rezulta:

AL )= AL - E)- AL 1 =[] 59

unde [I ]: [Y]-[E] este matricea coloand a curentilor de scurtcircuit a

2sc
Ix1

. . ' . - . . .
tuturor laturilor, iar [Ist este matricea coloand a curentilor de scurtcircuit

(n—s)x1
injectati in cele (n-s) noduri independente.
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Inlocuind (7.37) in (7.59) se obtine succesiv:
(AT [¥)-[U] = [A], Y F AL V)= 1 |

[Y'] - [A] ;- [Y ] [A] - matricea admitantelor in metoda
Cu notatiile: , potentialelor nodurilor
i [ SC} = _[A]t . [Y] [E] - matricea curentilor de scurt
injectati in noduri

(7.60)

Ecuatia matriciald specifica metodei este:
V= e |5 V=T e |-
=[A]-[V’
R { [Ul=[A}[v']

(7.61)

[]=[y]-([u]+[E])

Algoritmul metodei din figura 7.28 implica doua inversari de matrici; daca

/ . /

[Y]=[z]~!

circuitul ar fi fara cuplaje, [Z] ar fi
diagonala si [Y] s-ar scrie direct de pe circuit.

Sub forma matriciala (spre deosebire de

forma clasica a metodei), algoritmul se

poate aplica §i pentru circuite cu cuplaje
mutuale (cand [Y] nu se mai poate scrie de
pe circuit). In acest caz insi, elementele
matricei [Y’] nu mai sunt coeficientii
sistemului de ecuatii (7.26), cum ar fi fost
pentru circuite fara cuplaje.

Matricial se introduc in program, ca date
de intrare, matricile [Z], [E], [A].

Si in acest caz, la trecerea de la spatiul
laturilor la spatiul nodurilor (independente)
puterea este invariantul care std la baza
schimbarii sistemului de referinta:

s=[u] [l = (AL VD, BT =
- VAL I )= [1} _s'
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Aplicatii

1. Pentru circuitul din figura
7.29 se cere sda se deseneze
matricile [Z], [E], [A] si [B].

In prealabil sursa de
curent de pe latura (5) o
transformdm 1n sursa de
tensiune echivalenta avand:
E, =R,I, si Zs =Rs.

Fig 7.29

Matricea [Z] de dimensiuni (/x/)=(6%6) este:

1 2 3 4 5 6
1 Rl +j(XL1 +XL5 —2X15) JXlZ - - - -
2 iX12 Xp,| —iXo3 | —iXn
[Z] _ 3 ) -1 Xp3(Rs + jXL3 Xy

<6 4 - -iXod X34 (XL, —iXc,

6 - - - - - |Re—iXc,
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Matricile [E], [A] si [B] le

[ E, I I I
i ; } 1
E
El- o 8= 31
6x1 6%3 4|1
5| Rslg, 51
6| E; 6 1

scriem de pe circuit, respectiv de pe
graful circuitului (figura 7.30):

1 2 3
111 -1
2 -11
a]- 3]
6x3 41-1|1
5 -1
61

2. Se considera circuitul din figura 7.31 avand elementele:

R, 1 L,
[r— o /W-;k
- - E
’ b Y =)
BN
E A \ L
1 \ 1 % \ ’
v N = s - ™ o ‘12
11 Ll I3
e Y )=
%
2 Fig 7.31
Se cere:

a) —sa se deseneze matricile [A], [B], [E], [Z]
b) — sa se rezolve circuitul prin metoda curentilor ciclici: clasic si matricial
c) — sa se faca bilantul puterilor

X;=X,=X3=100Q

R;=20Q
E, =100V
E, =jlo0V
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3x1

b)

3x2

1 2 3

: [E] =100 j
3x1

1 Rl +jX1

iX13

1+j2

X2

-1 X3

J2

(98]

X3 -1X23

X3

J2

Zy; =Ry + X, + X5 + 2X13 =20+ j30
Zy) =Xy +jX3-j2X 53 =10
Ziy =2y = jX3+ X3 -jXp3 =10

- [z']=[B],

2x2

{lell +Zp15 =

-[z]-[B]=10-

—>

]

2+ 33
j

J

B I =-jsA
I, =52+)A

L =-j5A

—1I, =5(2+j)=+125

Zyyl +Zyl; = E, I, =10A
100 | -
it i 243 - | -1+]
2 = - - T
1Z| 200(-1+j) 40 [-1F]

. 1R 1] | -3s
=[zT" []=—— T 1100 | = ;
=21 =] 40 -1+ | 1-)5 1] 5@+

&



7. Metode de analiza a circuitelor electrice in regim permanent 193

c)

Sy =E1} +E,15 =100(j5)+ j100-5(2 - j)= (500 + j1500) VA

Pr =R,If =20-5% =500 W

Q, = Xy1? + X513 + X513 +2X31;15008 Py 3+ 2(— X3 )1, 13¢08 P 3=

~10(5% +125+100)+25-5-10-c0s90° ~2-5-10-125 L ~1500 VAR

V125

3. Pentru sectiunea de circuit
din figura 7.32 se cere sa se
arate in ce conditii defazajul
dintre tensiunea Uy si I; este a.

Scriem tensiunea intre punctele M

C, si N sub forma:
>—|:»JN

Fig 7.32

Umn =iX12]; +(R1 -1 Xc, )11 +[jXL1 —(1123(R3 _j(XL3 - X, ))]11

2R ) j 2
Umn = (Rl +ai3Rs ) X, =X, + X2 —(113(XL3 —Xc3) 1y =

RMN XMN

= Ry +iXwmn ) Ly

2
X13

unde (1123= 5
R3 +(XL3 —Xc3)2

este coeficientul de reflexie al
impedantelor.

: : X
Unghiul o=<3 ([_JMN,ll) se realizeaza daca tgo = R—MN
MN
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X
daca a=0—>Xun=0 ; a>0—>tga:ﬂ (I, in urma lui
RmN
HMN); a<0_)tga:_>(ﬂ
RmN
4. Pentru schema din figura 7.33 se cere sd se determine ‘“circuitul

echivalent Thevenin”. R; = Xc, =2kQ; X, =1kQ ; I, =3mAsl =2,

Cu potentialele la noduri se scriu ecuatiile:

| e

R ! ’
11 32 A | (Y +Y3)V, -Y,V, = 5

~Y V(Y YV, =1

Iy, =21, =2Y,V,

S

o —
o B

(1+§)V; -V, =6
~(1-2)V; +(1-j2)v; =0

—>y’1 :y'z =—j6 >
= Uppy =Ee =6V

Pentru a determina Z 5, vom pasiviza schema din figura 7.33:

R, 3, 1A I=I5-20 -1 =
%o R
_ U U _
XLy R3—jXc,
-1 ~ =U|-——
! ' ' g, ! 2_J2
I 21 Y5 :
O
B _U _2,_ .
Fig 7.34 ZABy = _5(3_J)Q

I

—
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A Cu  parametrii  E,=U,gp, si
Z,=Zxp, se alcatuieste generatorul

2 .
Z; =Zppo = §(3 —J) echivalent de tensiune (figura 7.35), numit
si circuitul echivalent Thevenin.

E. =U\p, =16

Fig 7.35



